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Eletromagnetismo

Prefacio

Estas notas de aula sao baseadas no curso semestral de Fisica Geral
e Experimental III lecionado para os cursos de Engenharia da Universidade
Federal de Santa Maria.

A motivacao principal, para escrever estas notas, foi a dificuldade de
encontrar livros que se adaptassem aos objetivos da disciplina e ao mesmo
tempo despertassem o interesse dos alunos.

O conteddo € desenvolvido para atender cursos béasicos de eletromagne-
tismo, tanto de engenharia como de fisica, nos quais os temas de eletrostatica
e magnetismo fazem a introducao gradativa as equagoes de Maxwell, quase de
forma historica, fazendo o estudante evoluir teoricamente com a introdugao
de operadores vetoriais.

As dedugoes matematicas e os conceitos fisicos juntam-se para formar
a base conceitual capaz de fazer os estudantes adquirirem, de forma segura,
os conhecimentos tecnolégicos sempre em evolugao, dando a oportunidade da
formacgao, com base cientifica, sem a necessidade da memorizagao de férmulas.

O curso de Laboratério, feito em paralelo, devera conter tanto demons-
tragoes de eletrostatica e magnetismo como experimentos de medidas elétricas
e circuitos elétricos simples.

Durante os tultimos semestres varios alunos e colegas, a quem ficamos
gratos, tém ajudado no aprimoramento destas notas. Aos novos leitores, agra-
decemos possiveis contribui¢oes no sentido indicar incorregoes, comentarios ou
mesmo sugestoes sobre esta obra.

A impressao destas notas é feita na Imprensa Universitdria da UFSM,
com a valiosa colaboracao de seus funciondarios e estagiarios.

Claudio de Oliveira Graca
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cAPiTULO 1

Campo Elétrico

Em 1751 Benjamin Franklin publicou a obra ”Experiéncias e Obser-
va ¢oes sobre a Eletricidade, Realizadas na Filadélfia”. Além de estudioso da
eletrostdtica, foi jornalista, politico e um dos autores da constituicao ameri-
cana. ..

1.1 Breve Introducao Historica

Tanto a eletricidade como o magnetismo sao fenémenos naturais com
os quais a humanidade sempre esteve em contato. Existe, inclusive, uma teo-
ria cientifica que trata das descargas elétricas atmosféricas como responsaveis
pela origem da vida na Terra. A primeira descricdo dos fenomenos elétricos
e magnéticos é em geral atribuida a Tales de Mileto®. Essa descricao inclufa
a eletrizacdo por atrito do dmbar® e a atracdo magnética produzida por imas
NATURALIS, como a magnetita®. Pode-se dizer entdo que o termo eletroma-
gnetismo provém desses dois nomes gregos, o elecktron e a magnetita. Nao
se pode esquecer que muitos autores se referem também ao uso de bussolas
pelos chineses em tempos remotos.

ITales de Mileto, (cerca de 625-558 AC), matemético e filésofo grego nascido em Mileto,
na Grécia antiga.

2Resina féssil de cor amarelada, que em grego era chamado de elektron.

3Magnetita é um minério natural de ferro o Fe3O4, proveniente da regido de Magnes na
Asia Ocidental.



Capitulo 1 Eletromagnetismo

A primeira bussola chinesa surge no periodo dos Reinos Combatentes
(475 a 221 AC) chamando-se, entao, ”Sinan”, que poderia ser traduzido como
"Indicador do Sul”. A producao de imas artificiais, atritando agulhas de ferro
com magnetita, permitiu a construcao de uma biissola mais sofisticada, ja na
época da dinastia Song, no século XI, época em que os chineses entraram em
contato com os arabes que a introduziram na Europa.

As experiéncias na Europa e nos EUA com eletricidade e magnetismo,
se desenvolveram principalmente durante os séculos XVIII e XIX e levaram a
um conhecimento profundo dos fundamentos do eletromagnetismo. Deve- se
destacar o estudo pioneiro do magnetismo feito por William Gilbert (1600) que
descreveu o uso da bissola para o mapeamento do campo magnético em seu
livro ”De Magnete”. Com a invencao da pilha voltaica feita por Alessandro
Volta (1800) tornou-se possivel o uso, controlado, de correntes elétricas. Isso
permitiu a Hans Christian Oersted (1820) perceber a interagdo da corrente
elétrica com o campo magnético de uma bussola. Estabelece-se, dessa maneira
e pela primeira vez, a relacao entre eletricidade e magnetismo. Este estudo foi
ampliado por André Marie Ampere (1820) verificando a interagdo magnética
entre condutores percorridos por correntes. Os intimeros experimentos de
indugao de Michael Faraday finalmente permitiram a James Clerk Maxwell
(1865) sintetizar todo o conhecimento de Eletricidade e Magnetismo em quatro
leis, hoje conhecidas como as equagoes fundamentais do eletromagnetismo que
permitiram descrever a luz como ondas eletromagnéticas, fato comprovado por
Heinrich Hertz (1888).

O eletromagnetismo pode, entao, ser sintetizado por quatro equagoes,
as chamadas Equagoes de Maxwell, originalmente conhecidas como as leis de
Gauss, Faraday e Ampere. A teoria de Maxwell do Eletromagnetismo é consi-
derada, na Fisica, como uma das teorias mais sucintas e bem acabadas. Elas
resumem, em apenas quatro equagoes, uma quantidade impressionante de co-
nhecimentos, acumulados ao longo da histdria, sobre os fendomenos elétricos
e magnéticos, que resultaram em avangos cientificos e tecnolégicos que alte-
raram a forma de viver da humanidade. Resta lembrar que adicionando-se
a teoria de Einstein da Relatividade ao eletromagnetismo de Maxwell tem-se
uma teoria mais completa de como, no movimento de cargas, se relacionam as
forgas elétricas e magnéticas. Da mesma forma, em vez de iniciar pelas leis de
Maxwell, poder-se-ia, hoje, partir das teorias de calibre (gauge) que também
conduzem as leis de Maxwell de uma forma muito elegante.

Nessas notas preferimos seguir a ordem, quase historica, das leis que
deram origem a teoria de Maxwell. Deixamos para os colegas mais jovens
a tarefa de introduzir, no futuro muito préximo, tanto nos cursos de Fisica
como nos de Engenharia, a partir ja do primeiro ano, o estudo de campos e
sua quantizagao.

© Claudio Graga 2



Capitulo 1 Eletromagnetismo

1.2 Carga Elétrica e Interacao Elétrica

A melhor forma de introduzir o eletromagnetismo é lembrar que a enti-
dade fundamental responsavel tanto pelos fenémenos elétricos como magnéticos
é a carga elétrica. A carga elétrica é uma propriedade fundamental associada
as particulas que constituem a matéria. A carga elétrica elementar ”e”estd
associada tanto aos elétrons como aos prétons, com um mesmo valor que pode
ser positivo ou negativo. Estas sao as particulas mais conhecidas que cons-
tituem o dtomo, mas existem outras como o pdsitron, o muon e o pion que
também possuem carga na mesma quantidade elementar ou multiplos desta.

O mundo das particulas elementares é formado por muitas espécies de
particulas mas se acredita, hoje, que os constituintes fundamentais da matéria
formam duas familias: os léptons e os quarks. A familia dos léptons pertencem
os elétrons e os neutrinos. Os quarks s@o os blocos fundamentais dos prétons e
néutrons. Parecem ser estes os blocos fundamentais, dos quais se constituem
todas as demais particulas, por serem consideradas indivisiveis, tanto quarks
como leptons. Os prétons e os néutrons sao formados por trés quarks. Aos
quarks se atribuem cargas elétricas fraciondrias que podem tomar valores 1/3
e 2/3 de e. Como os quarks nao existem livres na natureza a sua existéncia ¢é
restrita ao nicleo atoémico, no estudo da eletricidade e do magnetismo atémico
nao havendo necessidade de incluir esse fracionamento de carga, permanece
a carga elétrica elementar como a carga do elétron, positiva ou negativa,
conforme o tipo de particula portadora de carga.

A designacao da carga elétrica como positiva ou negativa é arbitraria
e anterior ao conhecimento da estrutura do dtomo em termos de elétrons,
prétons e néutrons. A rigor tanto prétons como elétrons, para os fenéomenos
eletromagnéticos, sao particulas elementares e portanto a carga elétrica goza
de duas propriedades importantes:

1. Conservagao de carga: a carga elétrica é uma propriedade inerente
a particula que a carrega, que se pode chamar portador de carga. Por-
tanto, nao é possivel criar ou destruir a carga elétrica. Mesmo que,
em uma colisao de alta energia, a particula portadora seja destruida as
particulas resultantes dessa reacao carregaram a mesma quantidade de
carga inicial. Um dos exemplos mais interessantes é a aniquilacao de
um pésitron por um elétron formando um féton gama sem carga. Como
se pode observar, a carga antes e depois da aniquilagao é nula:

et +e” = .

Um outro exemplo interessante é o decaimento dos néutrons no nicleo
que se transformam espontaneamente em um préton e um elétron mais
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um neutrino,
n—p+e + V..

Em ambas as reacoes a carga total antes e apds a reacao é a mesma,
podendo-se dizer que ocorre a conservacgao de carga. A conservacao de
uma grandeza fisica estd sempre associada a uma simetria da natureza.
Portanto, a conservacao da carga estd ligada a um principio fundamen-
tal, que pode ser expresso da seguinte maneira: a soma algébrica de
todas as cargas de um sistema isolado nunca se altera.

2. Quantizagao da carga: qualquer carga sendo positiva ou negativa se
apresenta sempre como um multiplo da carga do elétron, (e = 1,602 x
1071 ). Como consequéncia, quando uma quantidade de carga “g¢"
é transferida, pode-se dizer que um certo niimero “"n " de particulas ele-
mentares com cargas de valor fixo e, foi transportada tal que ¢ = ne.
No modelo padrao, para o ntcleo atomico, as particulas portadoras
de carga elétrica sao os quarks, que podem possuir cargas cujo valor
pode ser de %e ou de %, tanto positivo como negativo. E preciso lem-
brar que essa quantizagao é restrita ao nicleo atomico, pois nunca se
observaram quarks livres. No estudo do eletromagnetismo classico, mui-
tas vezes, a quantizacgao de carga elétrica é esquecida e se considera que
um corpo eletrizado possa ter qualquer quantidade de carga elétrica.
Nesse caso a carga elétrica é tratada como se fosse um fluido continuo,
como se pensava antes do século XX, mas deve-se lembrar, sempre, que
a carga elétrica é transferida em pacotes de carga portanto qualquer
carga é sempre um multiplo inteiro de e, seja ela positiva ou negativa.
O elétron tem sempre carga e~ e o préton e™.

A carga elétrica ¢ é uma propriedade fundamental que nao pode ser
expressa em termos de outras grandezas fisicas e que estd sempre associada
a uma particula, como o elétron e o proton. Eventualmente consideramos
que um corpo possui uma carga elétrica, sem lembrar das particulas. Tanto
entre particulas como entre corpos com carga ocorre a chamada interagao
eletromagnética e essa interagao é diferente tanto da interagao gravitacional
como da interacao nuclear.

A interpretacdo das forcas eletrostdticas entre cargas pode ser feita
de duas maneiras: na primeira aplica-se a lei de Coulomb, e instantanea-
mente cada uma das particulas ou elementos com carga sentird a presenca
da resultante das forcas de interacao com as demais cargas; na segunda cada
carga, modifica as propriedades do espago ao seu redor produzindo um campo
elétrico, que interage com particulas, ou com outros campos do mesmo tipo,
propagando-se no meio com a velocidade da luz. Essas sao as duas maneiras
que se utilizam para estudar o que se chama interacao elétrica.
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Do ponto de vista do calculo das interagoes, aplica-se o lei de Coulomb,
tanto a particulas pontuais como a distribui¢oes continuas de carga, bastando
para isso dividir a carga em elementos de linha, superficie ou volume. Em
vez de se falar em interagao entre particulas com carga elétrica que atuam
a distancia através de forgas, do tipo Newton-Coulomb, pode-se falar em
campos, do tipo gravitacional ou eletromagnético, definidos em uma regiao
do espago onde se pode sentir a influéncia das particulas com massa ou com
carga elétrica, conforme seja o campo, gravitacional ou eletromagnético.

1.3 Condutores, Isolantes e a Eletrizacao

As propriedades elétricas dos materiais permitem classifica-los, de forma
simples, em condutores e isolantes. Assim como existem bons e maus condu-
tores existem bons e maus isolantes. Contudo, a diferenca de condutividade
entre qualquer condutor e qualquer isolante é tao grande que nao havera
divida nessa classificagao.

A eletrizacao de um corpo, condutor ou isolante, pode ser feita por
indugao ou por fricgao. Nos dois processos pode-se entender a eletrizagao como
consequéncia da agao de um campo elétrico que produz a separacao do centro
de cargas elétricas como se demonstra na figura [I. Esses dois processos sao
os métodos de eletrizagao mais conhecidos e utilizados e resumem todos os
processos de eletrizagao.

A eletrizacao por conducao se dé quando friccionamos entre si dois
materiais isolantes (ou condutores isolados) inicialmente descarregados, ou
quando tocamos um material isolante (ou condutor isolado) inicialmente des-
carregado com outro carregado.

A aproximagao, sem contato, de um corpo com carga, ou de um campo
elétrico a um corpo eletricamente neutro, condutor ou isolante, provocara uma,
separacao de cargas, neste corpo que continua neutro da mesma forma como
aquela apresentada na Fig.Ill. Esse processo é chamado de indugao.

Nos condutores o mecanismo de captura e liberacao de elétrons é muito
facil, pois os mesmos possuem elétrons livres, cuja energia de ligagao é muito
pequena. Dessa maneira um corpo condutor ndo conserva qualquer excesso de
carga, positiva ou negativa (como resultado da falta ou excesso de elétrons)
por muito tempo, tendendo a atingir rapidamente o equilibrio eletrostatico.
A carga elétrica, por sua grande mobilidade, se separa formando a eletrizacao
por separacao de cargas, como se fosse um efeito de distribuigao de carga
superficial, resultando na anulacao do campo elétrico no interior do condutor.
Os condutores sao formados por dtomos com um, dois ou trés elétrons de
valéncia que formam a camada de elétrons denominada banda de conducgao
onde a energia de ligagdo é muito pequena, com elétrons sao quase livres,
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Figura 1.1: Eletrizacao de condutores e isolantes sem carga, sob a a¢ao de um
campo externo. (a) condutor, com formagao de carga superficial;
(b) isolante, onde a eletrizagao é localizada.

permitindo a sua grande mobilidade entre atomos vizinhos.

Os isolantes sdo formados por dtomos cuja camada de valéncia é com-
pleta ou quase completa, com seis, sete ou oito elétrons, formando materiais,
cujos elétrons estao muito ligados e s6 podem ser arrancados por energias
muito altas. Como nao existem elétrons quase livres, como nos condutores,
ao mover um elétron o equilibrio eletrostatico leva muito mais tempo para ser
atingido do que nos condutores. A carga elétrica em excesso ou faltante, é
localizada. Essa separacgao local de cargas, ocorre pela polarizagao que produz
a eletrizacao como um efeito de volume, no local do atrito ou do contato. Este
processo de polarizagao de isolantes serd estudado no capitulo de capacitores,
onde o processo de polarizacao de dielétricos é muito importante.

1.3.1 Eletrizacao por inducgao.

A forma mais efetiva de eletrizacao é feita por inducdo, permitindo a
eletrizagao de um condutor isolado, como nos mostram as Fig. 2. O processo
se inicia com a separacao de cargas de um corpo neutro, na presenga de um
campo elétrico produzido, por exemplo, por um bastao carregado. A carga
de um dado sinal pode ser transferida para a Terra, permanecendo, como na
Fig. 2 o corpo eletrizado.

Existem muitos equipamentos nos quais as cargas sao produzidas por
indugao, mas o mais famoso e histérico é o eletréforo, desenvolvido por Jo-
hannes Wilcke e Alessandro Volta no século XVIII. O eletréforo consiste de
um capacitor com duas placas uma metélica e outra isolante onde a carga ob-
tida por friccdo da placa isolante é transferida por indugao a placa metélica,
utilizando o mesmo principio mostrado na Fig. [, permitindo, dessa ma-
neira, obter potenciais muito altos pela repeticao do processo de eletrizagao
aproximando a placa isolante da metalica repetidamente.

A eletrizacao por inducao de corpos isolantes também se verifica mas
com menor intensidade pois os elétrons nao se movimentam como nos condu-
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tores mas h4, em cada molécula, uma pequena separagao entre as cargas posi-
tivas e negativas conforme se observa na Fig. I(b) denominada polarizagao.
Verifica-se que também neste caso o efeito resultante é de uma atracao entre
os corpos. Um exemplo dessa situagao é a experiéncia em que passamos no
cabelo um pente de plastico o qual em seguida é capaz de atrair pequenos
pedagos de papel. Pelo atrito com o cabelo, o pente ficou eletrizado e assim
é capaz de atrair o papel embora este esteja neutro.

Foram experiéncias muito simples as que originarao o estudo da ele-
tricidade. Na Grécia antiga, aproximadamente em 600 AC, o filésofo grego
Tales observou que o ambar, (a palavra grega para o dmbar é elektron), re-
sina fossilizada, muito bom isolante, apds ser atritado com outros materiais
era capaz de atrair pequenos pedagos de palha ou fios de linha sem os tocar,

ou seja por indugao.

Condutor  Indugdo com x
neutro separagéo de Condutor cg?p:gu;gro
cargas = Terra

Figura 1.2: Eletrizacao por indugao em corpos metdlicos, produzindo corpos
carregados com cargas de sinais opostos.

1.3.2 Eletrizagao por contato ou por fricgao.

A teoria da eletrizagdo por contato é baseada nos estudos de Alexandre
Volta que descobriu que quando dois condutores (metais) diferentes entram
em contato surge uma pequena diferenca de potencial entre ambos, deno-
minada potencial de contato . Através do estudo da fisica quantica é facil
entender porque essa diferenca de potencial é uma propriedade da juncao dos
dois materiais e da temperatura da mesma. A diferenca de potencial que se
estabelece entre dois materiais em contato esta relacionada com o potencial
quimico de cada um dos materiais. Quando dois materiais sdo colocados em
contato as cargas elétricas, elétrons no caso dos metais, fluem de um lado
para o outro até que o equilibrio eletrostatico seja atingido. Dessa maneira é
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possivel dizer que o potencial de contato depende da concentracao de elétrons
nos dois lados do contato e da energia potencial média, ou funcao trabalho,
dos elétrons de conducdo em cada um dos metais. Foi o mesmo Alexandre
Volta que, pela primeira vez, construiu uma sequéncia ordenada de metais,
que mais tarde foi ampliada. Cada um desses metais era caracterizado por
uma quantidade denominada valor galvanico, que determinava a sua posigao
na série. Hoje, utilizando a teoria de Fermi para os niveis de energia dos
metais, é possivel ordenar todos os materiais sejam condutores isolantes ou
semi-condutores, utilizando a energia potencial dos elétrons. Alguns mate-
riais, quando friccionados aos pares (um contra o outro), geram mais cargas
elétricas livres do que outros pares. Uma vez que a eletrizacao de um corpo
nada mais é que a quantidade de particulas carregadas em excesso oriundas do
processo do atrito, sejam eles isolantes ou condutores isolados, é de se enten-
der que existem certos materiais que tém maior tendéncia de fornecer elétrons
tornando-se positivamente eletrizados ou de receber elétrons tornando-se ne-
gativamente eletrizados do que outros.

o processo de eletrizacao por atrito, também pode ser entendido através
da teoria de Fermi pois, durante o processo, a variagao da temperatura modi-
fica a distribuicao da energia dos elétrons permitindo entender a eletrizagao
por fricgdo como um processo no qual o potencial de contato se altera pelo
aquecimento produzido pela friccao.

Para entender o processo de eletrizagao e verificar qual corpo se torna
positivo ou negativo durante o processo de atrito, é necessario classificar os
materiais, condutores, isolantes e semicondutores sequéncia ordenada deno-
minada série triboelétrica.

Série Triboelétrica

Os estudos experimentais de Benjamim Franklin, sobre a produgao de
carga elétrica por atrito de diferentes materiais, condutores e isolantes, se-
guindo a convencao de sinais de carga, proposta pelo proprio Franklin, mos-
traram que, quando se fricciona o vidro com seda, alguns elétrons passam do
vidro para a seda, ficando o vidro positivo. J& quando se fricciona o ambar
com pele de coelho ou mesmo com seda o ambar fica negativo, pois ocorre a
transferéncia de elétrons para o ambar.

Ampliando este tipo de estudo para outros materiais, pode-se estabe-
lecer uma série ordenada de materiais, de acordo com a tabela I, que cons-
tituem uma série triboelétrica (tribos do grego, significando atrito). Nessa
tabela se verifica que o d&mbar se encontra abaixo da seda e da pele de coelho,
ou seja, a sua eletrizacao serd negativa, enquanto que o vidro se encontra
acima da seda e, portanto, se torna positivo quando friccionado por ela. Se-
ria interessante investigar a fungdo trabalho (energia média necessdria para
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arrancar um elétron) desses materiais, pois, seguramente, eles estardo ordena-
dos em forma decrescente desse parametro. A funcao trabalho mede a energia
média necessaria para arrancar um elétron do material, portanto materiais
com maior fungao trabalho tenderao a arrancar elétrons dos de menor funcao
trabalho.

Tabela 1.1: Série Triboelétrica

+Positivos( menor funcio trabalho)

amianto
pele de Coelho
vidro
nylon
1a
chumbo
seda
aluminio
papel
algodao
aco
madeira
ambar
niquel, cobre
borracha
estanho, prata
borracha sintética
polietileno
PVC
teflon
borracha de silicone

-Negativos (maior fungio trabalho)

A utilizacdo da série triboelétrica® pode apresentar alguns problemas,
pois a funcao trabalho pode ser alterada tanto por contaminacgao dos materiais
como pelo tratamento superficial dos mesmos. O espacamento, entre os mate-
riais dentro da série, nao permite predizer o valor da carga elétrica produzida,
pois existem muitos fatores além da funcao trabalho, como o acabamento

4 http://www.ece.rochester.edu:8080/~jones/demos/charging.html, acesso:
23/03/2007.
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superficial, a condutividade elétrica e as propriedades mecanicas, que influen-
ciam os resultados; no entanto, o seu uso permite predizer o comportamento
da eletrizacao dos materiais de forma qualitativa.

A partir do inicio século XX o conhecimento da constituicdo interna
do atomo teve um desenvolvimento muito grande e a constituicao de atomo
por um nticleo muito pequeno e de carga elétrica positiva e uma camada de
elétrons de mesma carga ao seu redor, permitiu mostrar que o fato de um
corpo ter carga positiva ou negativa significa que o mesmo possui um nimero
em excesso de elétrons ou é positivo quando tem falta de elétrons. Por outro
lado, a forca elétrica é a responsavel pela estrutura dos atomos que, associada
a chamada mecanica quantica permite entender a existéncia da estabilidade
atomica, apesar da carga elétrica entre o nucleo e os elétrons ser puramente
atrativa.

1.4 Lei de Coulomb

Dentre as experiéncias no estudo das interagoes elétricas, foram as rea-
lizadas por Benjamin Franklin e Joseph Priestley aquelas que mais se destaca-
ram. Todos esses experimentos foram feitos em uma época em que a detecgao
da carga elétrica era muito precaria, utilizando-se eletroscépios rudimentares
e mesmo assim, Charles Agustin Coulomb (1736-1806) pdde construir uma ba-
langa de torgao que comprova com precisao as propriedades das forgas elétricas
cujos resultados podem ser resumidos pela Lei de Coulomb: as forgas elétricas,
entre duas cargas uniformemente distribuidas sobre corpos esféricos, tém a
mesma diregao da linha que une o centro das cargas, sendo repulsivas
se as cargas tiverem o mesmo sinal e atrativas para cargas de sinais opos-
tos. O médulo das forgas é, por sua vez, diretamente proporcional
ao produto dos médulos das cargas e inversamente proporcional ao
quadrado da distancia entre elas.

A Lei de Coulomb pode ser expressa para a forga de interacéo elétrica
entre duas cargas pontuais, quaisquer, g; e g; situadas a uma distancia r;; por

By = k205, (1.1)
5
na qual k = ﬁ =8,987 x 10°Nm?C~2 =~ 9 x 10° Nm?C 2.

A constante de proporcionalidade k& chamada constante de Coulomb e
€, a permissividade do vacuo foram obtidas, originalmente, utilizando-se a ba-
langa de Coulomb. A balanca de Coulomb foi construida como uma balanga,
muito semelhante a balanca de Cavendish, usada para estudar a validade da
lei de Newton da gravitacao. A balanca de Coulomb, cujo esquema é mo-
strado na Fig. 23, possui uma fibra de tor¢ao suspensa em um micrometro,
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sustentando um brago transversal no qual existem duas esferas de igual massa,
permitindo o equilibro horizontal do brago. Um brago rigido suporta uma es-
fera fixa. Eletrizando essa esfera fixa, as duas esferas ficam eletrizadas com o
mesmo tipo de carga. A esfera mével se afastard, produzindo uma tor¢ao do
fio. Ao diminuir gradativamente, o angulo, de torcao utilizando o micréometro
se pode verificar experimentalmente a fungao 1/r2.

Fibra de
torgdo

Esferas com
carga

Figura 1.3: Balanga de torgao de Coulomb, composta de uma fibra de torgao,
um brago em equilibrio e duas esferas de carga, uma mével (M) e
outra fixa (F) sobre o brago que gira. O angulo de rotacdo poderd
ser medido sobre uma escala graduada.

A medida da forga de Coulomb, pode ser feita utilizando a balanca de
Coulomb, Fig. I3, na condigao de equilibrio entre o torque produzido pela
forca de repulsao ou de atragao eletrostatica F,. e o torque mecanico de reagao
produzido pela rotacao da fibra de torcao, de constante elastica o,

F..b =00, (1.2)

onde, b é o braco que sustenta a esfera moével e # o angulo de rotagao do
mesmo.
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A verificacdo experimental da Lei de Coulomb despertou muito inte-
resse para investigacao da dependéncia da forca com o inverso do quadrado
da distancia. Qual a razao para o expoente de r ser exatamente 27

A primeira constatacdo de que a interacdo entre duas cargas elétricas
obedece a lei de forga

1
F x ok

na qual r é a distancia entre os centros das cargas e F' é o mddulo da
forca, foi feita por Priestley em 1766, observando que um recipiente metélico
carregado eletricamente, nao possui cargas na superficie interna e nao exerce
forgas sobre uma carga colocada no seu interior. A partir deste fato experi-
mental, deduziu matematicamente a validade a lei do inverso do quadrado da
distancia de forma analoga a dedugao feita para a gravitacao.

Medidas diretas da forga de interacao elétrica em funcao da distancia
foram realizadas em 1785 por Coulomb utilizando um aparato denominado
balanca de torcao. Foram sucessivamente sendo feitas medidas podendo-se
comprovar, com a construcao de equipamentos cada vez mais modernos até
que 1971 pode-se comprovar, supondo que a lei de interacao fosse dada por,

1
F T

que a incerteza € no expoente vale, || < 3 x 10716 e dessa maneira confirma-se
a lei do inverso do quadrado da distancia.

1.4.1 Experimento de Coulomb

A lei de Coulomb descreve a forca entre dois pequenos corpos esféricos,
como sendo inversamente proporcional ao quadrado da distancia entre os cen-
tros dos dois corpos. Para demonstrar esta lei, Coulomb desenvolveu um
experimento utilizando uma balanga de tor¢ao como a da Fig. 3. Consi-
derando que os dois corpos tenham as mesmas dimensoes, massas e cargas,
teremos a repulsao elétrica dada pela equagao

F.=Cy/d?

Na qual F, é a forca elétrica, d a distancia entre os dois corpos e C; uma
constante que depende da carga e de outras constantes naturais.

A demonstracao feita por Coulomb provando esse tipo de comporta-
mento, conforme a geometria da Fig. [ iniciou por varios experimentos com
a balanga de torcao nos quais Coulomb encontrou a lei que governa a torgao
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para fibras muito finas, sensiveis o suficiente para demonstrar a relagao essa
relagao; A forga de torgao obtida por ele é proporcional ao angulo de torgao:
F, =C%0
4
Na qual a constante Co = £ GLD em que 4 € a constante caracteristica de uma
determinada fibra, 6 o angulo de torcao, D o didametro da fibra e L o seu
comprimento.

Figura 1.4: Geometria da balanca de torcao sobre repulsao eletrostatica.

No experimento para chegar a Lei de Coulomb, essas duas forgas atin-
gem o equilibrio permitindo observar a partir dos valores das constantes Cf,
e (5 a relagao entre d e a medida do angulo 6, sobre a escala graduada, pois:

Cl/d2 = (10
, Portanto
1_&,
2 O

Os varios resultados experimentais resultaram em comunicagoes feitas por
Coulomb & Academie royale des sciences, entre 1784 e 1793%, nas quais ele
apresenta os resultados do desenvolvimento experimental da balancga de torgao.

1.4.2 Aplicacao da Lei de Coulomb

A forca entre cargas elétricas pontuais pode ser exemplificada pelo
exemplo indicado na Fig. 3,

5Institut de France, Academie des sciences, Paris, Fr
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Figura 1.5: Interacao entre duas cargas elétricas.

que permite analisar a Lei de Coulomb na sua forma vetorial, quando as duas
cargas tiverem o mesmo sinal ou sinais contrarios, na mesma geometria da
balanga de torcao da Fig. I3,

= = q1q2
Fio=—Fy = k%Tm- (1.3)

Este problema sugere que é mais interessante utilizar a forma escalar
da lei de Coulomb escolhendo-se a direcao das forgas, sem a preocupacao do
sinal das cargas. Para a aplicagao da lei de Coulomb a um conjunto de cargas
elétricas, aplica-se o principio da superposi¢ao a um sistema de particulas que
em principio é considerado como estatico.

Pode-se utilizar o sistema material mais simples, o &tomo de hidrogénio,
para comparar as forcas elétricas e gravitacionais. A atracdo gravitacional
entre um préton e um elétron a uma distancia igual ao raio de Bohr vale:

4y 1,67 x 10727 x 9,109 x 10~ 31
(5,3 x 10~ 11)2

meMme
7"2

F,=G = 6,67 x ~3,6x107YN,
em que rg = 5,3 x 107''m, enquanto que a atracdo elétrica entre as duas
particulas é dada por

—19)2
Qe _ g g0 (1,602°1%)

~ -8
7"2 m—8,2xlo N.

F.=k
Estes valores indicam, portanto, uma relacdo em que, neste caso, as forgas
elétricas sdo da ordem de 103° maiores do que as gravitacionais, o que de-
monstra a sua importancia para a formagao da matéria. Neste ponto é muito
importante ressaltar que as forgas elétricas sao as responsaveis principais
pela estrutura atomica e molecular, dando este caracter da condensacgao da
matéria, levando, por exemplo, a rigidez dos sélidos.
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Exemplo 1.1

Supondo duas cargas pontuais q1 e g2 localizadas, a uma distancia d uma da
outras e fixas no eizo x. Colocando uma terceira carga q3, em uma posi¢cao x
qualquer, verifica-se que a mesma permanece em repouso em relacdo as duas
primeiras. Em que condicoes este equilibrio de for¢as pode ocorrer?

Solugao

0

Q;
>
X

o=
2

Figura 1.6: Disposicao das cargas para o exemplo 1.1.

Na Fig. @, observa-se a localizacao inicial destas cargas. O equilibrio das
cargas fixas é independente da solucdo deste problema, portanto nao serd
analisado, restando a andlise do equilibrio da terceira carga que apenas nao
se move porque foi abandonada na posi¢ao, na qual a resultante das forcas
sobre a mesma ¢é nula. Escolhe-se o eixo dos x para localizar as trés cargas.
A resultante das forcas sobre a carga 3 é dada por:

Fy = Fiz + Fbs.

Utilizando a Lei de Coulomb, pode-se obter as duas forcas

= q193 .
Fig = k—1,
T
¢ 4243
I3 = i

Para que a resultante seja nula, resulta a seguinte condigao:
q(z—d)? = 2%¢.

Esta condigao nos mostra que a solugao sé podera ser atingida para o caso
das duas cargas fixas q; e g2 tiverem sinais opostos. A posicido da terceira
carga podera ser obtida, resultando em

d
1—\@'
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A solugao de equilibrio, a direita ou a esquerda da origem, depende da relagao
entre os mddulos das duas cargas fixas. Supondo que |g2| < |g1], a posigao de
equilibrio sera positiva, como a escolhida na Fig. 8.

Resta a discussao sobre a posicao de equilibrio ser estavel ou instavel.
Para isso, basta calcular o valor da for¢a para uma posicdo um pouco maior
ou menor do que a posicao z, ou seja introduzir uma perturbacao na posigao
da carga, onde ocorre o equilibrio. Se a forga resultante tiver direcao oposta
ao ponto de equilibrio nos dois casos, o equilibrio é instavel. De uma forma
geral, o Teorema de Earnshaw, diz que nenhum corpo pode estar em
equilibrio estavel se sobre ele s6 atuarem forgas eletrostaticas. O
tema do equilibrio de cargas elétricas é muito importante e voltara a ser dis-
cutido no capitulo de potencial elétrico utilizando o calculo diferencial.

Exemplo 1.2

Considerando trés particulas de cargas g1 = 1C, g2 = —2C e q3 = 3C, lo-
calizadas nos vértices de um triangulo retangulo cujos lados valem a = 1m
e b = 1m, como € mostrado na Fig. [, calcule a for¢a resultante sobre a
particula de carga negativa.

Solugao
Os mddulos das forcas que atuam sobre a carga negativa sao

q142 q243
F12 =k—= F32 = k?

[
>

X

Figura 1.7: Disposicao de trés cargas nos vértices de um triangulo retangulo
para o exemplo 1.2.

A resultante dessas forcas pode ser escrita na forma cartesiana,

G243, . N92

F:F32+F12=ka72 b2

jN.
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Substituindo os valores numéricos, do problema, resulta em

X 3
12

1x2

q 2
F=9x10° i—9x10° j=5,4x1019 — 1,8 x 10195,

cujo médulo sera dado por

|F| = 5,69 x 10'°N.

1.5 Campo Elétrico

As cargas elétricas modificam o espaco ao seu redor produzindo um
campo vetorial denominado campo elétrico. O campo elétrico, em qualquer
ponto desse espago, é um vetor E que pode ser medido utilizando uma carga
de prova ¢, colocada nesse ponto, sentindo a forga que atua sobre ela. Por
convengao, essa carga deve ser positiva e muito pequena. Do ponto de vista
matematico, pode parecer que as forcas eletrostaticas podem ser calculadas
sem essa nogao de campo mas com a evolugao da fisica esse conceito acabou
por dominar e hoje as interagoes sao sempre definidas em termos do campo
de forcas. Dessa maneira ocorreu a evolucdo da nocao de acao a distancia
para a de campo que se propaga com uma velocidade caracteristica do campo
e do meio e isto se deve ao fato de que o efeito da forga a distancia nao
é instantaneo. A propagacao do campo elétrico ocorre com a velocidade da
luz. Um exemplo pratico, muito interessante é a propagagao das perturbacoes
eletromagnéticas que ocorrem no Sol e sé sdo sentidas na Terra varios minutos
depois.

O campo elétrico, em um dado ponto do espaco, pode ser definido como:

E= qlolglo(;)

: (1.4)

onde g, é uma carga de prova, tao pequena quanto se queira. Mesmo sabendo
que ¢, nao pode tender a zero, pois a carga é quantizada ou seja tem um limite
fisico, que é a carga de um elétron. Contudo nos problemas macroscépicos as
cargas sempre podem ser tratadas como se fossem uma distribuicao continua
da funcao densidade de carga.

O espago vetorial que representa o campo elétrico pode ser interpre-
tado a partir da interacao entre particulas e ao colocar uma carga elétrica no
espago que contém um campo elétrico, mesmo que esse campo seja localizado
no vacuo, essa carga sofrerd a acao de uma forca. Dessa maneira pode-se
interpretar o campo como o mediador das forcas entre as cargas elétricas.

Poder-se-ia perguntar entdo, o que significa um campo de forgas no
vacuo? As vérias tentativas de interpretar levaram no passado até a criar
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um meio hipotético, o éter, andlogo a um meio elastico, para comparar o
campo elétrico a um fluido. A lei de Coulomb nos trouxe, como na gra-
vitacao, a idéia de acao a distancia entre particulas, sem a necessidade de
um meio, o que resulta na necessidade de uma agao instantanea entre cargas.
Experimentalmente se pode verificar que a interacao mediada por um campo
elétrico ocorre com um tempo limite, indicando uma velocidade finita para a
propagacao da interacao. O estudo dos fendmenos eletromagnéticos permite
encontrar essa velocidade limite, ou seja a velocidade de propagagao das ondas
elétromagnéticas no vacuo.

1.5.1 Linhas de Campo Elétrico

A ideia de representar a regido em torno das cargas por linhas de campo
elétrico, tragando curvas que apontam sempre, em qualquer ponto, na mesma
diregdo que o vetor campo elétrico, foi introduzida por Michael Faraday que
a representava por linhas de forga, criando uma forma de visualizar essa pro-
priedade do espago em torno das cargas elétricas. Na Fig. R, mostramos
alguns aspectos das linhas de forga que constituem um campo elétrico:

Ny —
\ N ==

@ (b) © ()

Figura 1.8: Linhas de forca para diferentes distribuicoes de carga; (a) punti-
forme positiva; (b) puntiforme negativa; ¢) um dipolo elétrico d)
campo elétrico homogéneo, sem carga no meio.

Essa visualizagao do campo de forgas nos permite dizer que as linhas de
campo convergem ou divergem das cargas, dependendo delas serem negativas
ou positivas. Esse fato nos permite entao dizer que as cargas sao pontos
singulares desse campo podendo ser interpretados como sorvedouros ou fontes
de campo elétrico.

Por outro lado, esta interpretagao nos permite afirmar que quando as
linhas de campo sao paralelas, essa regiao nao contém cargas pontuais. De
forma empirica, somos levados a dizer que a existéncia de uma carga esté
ligada a existéncia de uma divergéncia no campo vetorial que representa o
campo elétrico, fato que podera comprovar mais a frente utilizando a Lei de
Gauss.
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As configuracgoes, representadas na Fig. [C8, sao na realidade um corte
plano, de um espacgo tridimensional, cuja simetria pode ser sintetizada em
duas regras:

e as linhas de campo elétrico sao sempre tangentes ao vetor forca em cada
ponto do espago, portanto elas nunca devem se interceptar;

e aintensidade do campo pode ser avaliada, comparativamente, pelo nimero
de linhas, por unidade de drea, em um plano perpendicular a direcao das
linhas de campo, por uma grandeza que se denomina fluxo do campo.

1.6 O Principio da Superposicao

O campo eletrostatico é um campo independente do tempo,
criado por um conjunto de cargas iméveis. O mapa do campo elétrico pode
ser obtido pelo valor da forga que atua sobre uma carga de prova, q,, unitaria
e sempre positiva, colocada em cada ponto do espago considerado.

E= f (1.5)

4o

O campo elétrico é uma grandeza vetorial e consequentemente quando
temos muitas cargas elétricas em uma regiao do espago, o campo resultante em
um dado ponto é a soma vetorial de todos os campos, ou forgas por unidade
de carga, exercidos nesse ponto.

A combinagao da lei de Coulomb com superposi¢do vetorial de cam-
pos é denominada, principio da superposi¢ao. O método de superpor os
campos, produzidos por cada carga, é o mesmo método utilizado para super-
por as forcas, sejam elas gravitacionais ou elétricas, pois se tratam de campos
centrais de natureza matematica analoga, cujos efeitos se podem superpor de-
vido a linearidade dos campos. O campo de forgas elétricas é um campo
conservativo, resultando dai a possibilidade de se superporem os efeitos de
forma linear.

Aplicando o principio da superposicao para as forcas elétricas, a n
cargas que atuam sobre uma carga de prova colocada no ponto P conforme
Fig. Y, pode-se dizer que o campo resultante serd dado por:
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Figura 1.9: Distribuicao de n cargas atuando no ponto P no qual se coloca
uma carga de prova.

A forga que atua sobre a carga de prova ¢, colocada no ponto P, podera entao
ser calculada por

= = qi-4o —
Fo, =) kisp m (1.8)
i=1

|7

Exemplo 1.3
Cdlculo do campo elétrico produzido por um dipolo elétrico como o mostrado
na Fig. 10, sobre a mediatriz e utilizando do principio da superposi¢ao.

Solugao
O campo resultante serd dado por
E R = E+Q + E,Q.

Como se pode observar na Fig. [, a resultante tem a diregao do eixo dos
x, pois as componentes na direcao y se anulam e

- 2
Er = —k—gcos(e)i,
r
em que
cos(0) = a2 = i
r 2r

Portanto o médulo do campo elétrico ao longo do eixo do dipolo pode ser

calculado por
B 2kQ d _ kQd
B= 2oy — B
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ER p
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Figura 1.10: Campo Elétrico produzido por um dipolo elétrico sobre a sua
mediatriz.

Em que p = Q.d, denominado de momento dipolar elétrico, é um vetor cuja
diregao, no caso da Fig. [0, é a mesma do eixo dos x, portanto:

. k.
T

Para distancias Y muito grandes comparadas com o tamanho do dipolo d, a
expressao do dipolo pode ser simplificada para,

O problema do dipolo, como foi mostrado no exemplo 1.3, é uma das
aplicagoes do principio da superposicao na qual o campo elétrico resultante é
paralelo ao segmento que une as duas cargas aponta para a carga —(Q). Neste
exemplo, também se pode considerar o caso limite em que o ponto P esta a
uma distancia Y muito maior que d, ou seja, para Y >> d

|Er| = 33 (1.9)

1.6.1 Ordem de Polaridade

Em escala microscépica, a matéria apresenta uma estrutura que apesar
de ser eletricamente neutra, podem apresentar estrutura polar ou nao. o
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que quer dizer que os atomos ou moléculas que sao eletricamente neutros,
podem ou nao terem os centros de carga elétrica coincidentes ou nao. Como
consequéncia dos centros de carga positiva e negativa serem os mesmos, o
atomo nao possui momento dipolar elétrico permanente mas sob a agao de
um campo elétrico é, possivel polarizar a substancia criando-se momentos de
dipolo elétricos induzidos.

Por outro lado as moléculas, tal como as da dgua, como muitas outras,
possuem dipolo elétrico, ou seja, naturalmente os centros de carga da molécula
estao separados formando dipolos permanentes.

Assim, as moléculas podem ou nao ser polares e nesse sentido, a pola-
rizagao de uma substancia corresponde ao alinhamento dos momentos dipo-
lares permanentes ou induzidos através da acao de um campo elétrico externo.

A polarizacdo de uma substancia sempre podera ocorrer por efeito da
acao do campo elétrico externo sobre dipolos permanentes ou nao. No caso
das moléculas apolares, o efeito do campo externo serd o de induzir a se-
paracao de cargas criando dipolos induzidos. Os efeitos fisicos e quimicos da
polarizagao elétrica sao bem conhecidos e incluem os efeitos no transporte de
ions nas membranas celulares, nos fenémenos de superficie (tensao superficial)
mudanca do indice der refracao etc.

Em resumo, ao estudar os efeitos da interagao elétrica, tem-se que ir
além da simples atracao e repulsao entre cargas, ou mono-polos elétricos e
incluir as interacoes de diferentes ordens de polaridade como a dipolar.

Comparando o campo devido a diferentes disposigoes de cargas elétricas
pode-se concluir pela existéncia de diferentes ordens de polaridade. O campo
elétrico devido a uma tnica carga tem a forma monopolar, T% enquanto que o
de um dipolo tem a forma T% (dipolar) ou seja, este tltimo tende a zero mais
rapidamente que o primeiro. Além destas existem outras ordens de polari-
dade superior como a que se sugere no problema 12, que trata do quadrupolo,
para verificar que o elétrico o campo decai como a fungao %4 Nesse problema
se define uma nova propriedade elétrica da matéria, chamada de momento
quadrupolar. Nesse problema apesar da carga total nula o dois momentos de
dipolo também se anulam, mas mesmo assim ocorre interagao elétrica quadru-
polar. Mesmo sem uma anélise mais profunda, o que sera feito no capitulo de
potencial elétrico, pode-se dizer que ao aumentar a ordem da polaridade de
cargas, o campo elétrico decaird mais rapidamente no espaco que as circunda,
ou seja o alcance da interagao elétrica serd cada vez menor.
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1.7 Funcoes distribuicao de carga

1.7.1 Distribuicao volumétrica

Muitas vezes, como ja foi dito, torna-se importante ignorar que
as cargas elétricas sdo formadas por pacotes elementares, como os elétrons e
prétons, utilizando o conceito de distribuigao continua de carga. Descreve-se
dessa maneira a carga elétrica por uma funcao densidade de carga p(z,y, 2).
Nesse caso, 0 mesmo principio da superposicao que ja foi discutido no caso de
distribuicao de cargas discretas pode ser aplicado quando se passa a descrigao
dos campos criados por distribui¢oes continuas de cargas elétricas, sejam elas
distribuicdes sobre linhas, superficies ou volumes de carga. Assim no caso do
volume, deve-se subdividir o volume de carga V em pequenos volumes AV,
tao pequenos quanto for necessario para que a carga contida em cada um
desses volumes possa ser tratada como puntiforme, ou seja:

Aq = pAV, (1.10)

em que a densidade de carga p [C//m?] (carga por unidade de volume) possa ser
tratada como um fungao constante no interior do volume elementar. Levando
ao limite, o volume elementar AV — 0, descreve-se os problemas de distri-
buicao de carga como se fossem continuos, ou seja, fazendo com o somatério
do principio da superposicao possa ser substituido por uma integragao:

;qj - Aléxgozj:pjm/j - /vpdV. (1.11)

Existem muitos exemplos nos quais a distribuigao de cargas é volumétrica.
Pode-se citar, por exemplo, as lampadas fluorescentes nas quais os ions dis-
tribuidos no interior do gés ionizado formam um volume de carga elétrica.

1.7.2 Distribuicao superficial

No caso da distribuigao superficial de carga, a carga total sobre
a superficie S pode ser calculada utilizando o valor da densidade superficial
de carga o [C'/m?],

zj:q]' = A%gozj:ajASj = /SO'dS (112)

1.7.3 Distribuicao linear

Por extensao, para o caso de uma distribuicao linear [, onde a
constante de carga é A [C/m], com o que teremos:
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Zj:qj = Al}glozj:x,mj = /l)\dl. (1.13)

1.7.4 Campo Elétrico devido a distribuicoes continuas

A distribuicdo continua de carga pode ser tratada da mesma
maneira como foi feito para a aplicagao da Lei de Coulomb para o cédlculo do
campo de n cargas pontuais. Para isso, é preciso dividir o dominio da carga
em n elementos, aplicando-se a cada elemento a lei de Coulomb. No limite
de n— o0, o campo pode ser calculado utilizando-se a integral dos campos
elementares da seguinte forma:

E Z kAQf 'n;ozn: RAQ, (1.14)

712
d
—k |TQ37>, (1.15)
1%
- k;/ "’T |3?>. (1.16)

Desta forma teremos, em vez de um somatorio, uma integral de linha,
uma integral de superficie ou uma integral de volume, de acordo com a forma
com que a carga estiver distribuida. E importante lembrar que um problema
tridimensional sempre podera ser reduzido ao linear ou superficial em fungao
da forma da distribuicao da carga e por isso vamos apresentar a forma geral
de calculo do campo para o caso de distribuicao volumétrica de carga.

X

Figura 1.11: Distribuigao continua de carga dividida em pequenos elementos
de volume.

Os vetores posigao do ponto e da carga d@ estao referidos como na Fig.

1.11 a um sistema de coordenadas cuja origem é O. E preciso lembrar que
— 7 . . Ie .

o vetor r; é sempre um vetor cuja origem é a carga, portanto pode-se definir
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o célculo do campo em relagao ao sistema cartesiano, como o da Eq.1.16
usando a diferenca entre os dois vetores que posicionam o ponto P e a carga

— = — , .
AQ), consequentemente usaremos ;=7 '— r ', como é mostrado na Fig.

1.11.
,l:’/ —"//
_k/// . (1.17)

Exemplo 1.4
Cdlculo do campo elétrico produzido por uma distribuicdo linear de carga.

Solucao
Vamos considerar uma distribuicao linear de carga elétrica, cuja densi-

dade vale A C/m, e inicialmente calcularemos o campo em um ponto distan-
ciado Y do centro do centro da linha de carga de comprimento L = xo — 1.

dx
[f+++++rrettrttttrt+ttfpetttttr+H i+ttt ++ttt4]
X, r— X X
0 X

Figura 1.12: Distribuicgao linear de carga para o Exemplo 1.4.

Supondo que a linha é dividida em elementos de carga dqg = Adx, pode-
remos aplicar a lei de Coulomb a cada um desses elementos obtendo o campo
elementar dEp, produzido no ponto P, utilizando a geometria representada
na Fig. 1.12,

— - d
dEp = k47,

L4
x|
= k—rQ 7,
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Az
na qual o vetor 7 tem a sua origem em cada um dos elementos de carga.
Seguindo a orientagao vetorial dada pela Eq. 1.17 trataremos este problema
a partir do centro do sistema de referéncia, representado esse vetor como a

diferenca entre dois vetores cuja origem é a mgsma: ¥ = 7' — 7 ’. Portanto
Eq. 1.18 poderd ser escrita como:
I Adx E Y
— dEp :kihw,fu‘:s(?“ -7"). (1.19)

Os vetores 7/ e 7" podem ser representados em coordenadas cartesianas e
para analisar mais facilmente os problemas de distribuicao linear de carga
vamos analisar o seguinte problema:

7,
Fo= Y)
onde o vetor diferenca serd dado por:
’F’ — 7;»/ _ 7;'//7
= Yj— .

O vetor diferencial dﬁp, pode ser escrito na forma vetorial, utilizando essas
definicoes:
- kAdz(Y ] — )
dEp = ——————=
" V) —aif
kAdz(Y ] — )

=y (1.20)

Esta expressao, Eq. 1.20, para o vetor campo diferencial pode ser escrita na
forma de duas componentes escalares:

— kxdx
dE, = _WZ (1.21)
kXY d
dB, = — " (1.22)

(Y2 + 22)3/2 J-

O campo elétrico total pode ser obtido integrando as duas componentes entre
os limites que definem a linha de carga com centro no ponto (0,0) ou seja
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{z1,z2} portanto

T2
kXzdx 1 2
E, = — | —5——F375="F 555 1.23
/ (Y2 + 22)3/2 (22 + Y2)1/2 . (1.23)
x1
T2
kXY dz kX x 2
E = =z 1.24
Y /(Y2+x2)3/2 Y (1‘2—|—Y2)1/2 o ( )
T
No caso da linha infinita os limites serdao: {oco, —co}, portanto:
1 o0
kX x > 2k
By = =¥ ervye| T v (1.26)

O que nos mostra que neste caso o campo elétrico é perpendicular a linha em
todos os pontos da mesma, portanto para uma linha infinita o vetor campo
elétrico, para um ponto qualquer a uma distancia y da mesma, sera:

E=""3 (1.27)

Exemplo 1.5

Cdlculo do campo elétrico produzido por um plano de carga de dimensoes in-
finitas e com densidade de carga o C/m?, em um ponto qualquer situado a
uma distancia vertical Z do plano.

Solugao

Neste exemplo vamos utilizar a solucao do exemplo 1.4, considerando que um
plano de carga pode ser construido a partir de um ntmero infinito de linhas
de carga infinitas, conforme nos mostra a Fig.1.13. Para a linha localizada a
uma distancia y, do centro de referéncia o campoproduzido no ponto P(0,0,2)
pode ser calculado a uma distancia qualquer 7/, através da Eq. 1.27,

2kody -,
”

/ )

dEp =

: (1.28)

na qual a carga é definida como dq¢ = ody. Considerando as relagées trigo-
nométricas a partir da geometria da Fig. %:

|| = Zsech
y = Ztanb; dy = Zsec*0do,
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obtém-se a expressao do campo:

2ko Zsec*0do

dEp =
P ZsecH

(1.29)

Utilizando os argumentos
da simetria do problema, pode-
mos afirmar que tanto a compo-
nentes I, como a K, sao nu-
las, considerando que o plano
de carga possui dimensoes infi-
nitas, restando portanto, a com-
ponente F,,

Figura 1.13: Geometria para o calculo do
campo elétrico produzido por um plano de
carga elétrica de dimensoes infinitas

2ko Z sec*Ocoshdb
dEz = dEpycos = Zeech

= 2kods. (1.30)

A solugao da Eq. 1.30, para o caso de um plano infinito, considerando
o dominio § = 7 /2, —w /2 sera:

/2
Eyz =2ko / df = 2rko. (1.31)
—7/2

Como consequéncia podemos dizer que o campo produzido por um
plano infinito é constante e ndo depende da distancia ao plano de carga e
é perpendicular ao plano. Em outras palavras, de forma objetiva, pode-se
afirmar que nas proximidades de um plano qualquer o campo pode ser consi-
derado, aproximadamente, como constante.

Exemplo 1.6

Cadlculo do campo elétrico criado por um anel de carga com raio a, cuja den-
sidade carga elétrica é X C/m em um ponto P localizado a uma distincia z
do centro do anel.

Solugao

Considerando a geometria mostrada na Fig. T34, o campo dE7 gerado por
um elemento de carga qualquer dg = Adl, sera entao dada por,

. d =R S =
dB=k—Y G =77
—’/_7:‘//‘ ‘7—:/_?:‘//‘

dl, (1.32)
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dE

Figura 1.14: Geometria de carga em forma de anel

e a carga total contida no anel sera dada por
(1.33)

qz/)\dl:/x\adﬁ.
¢ 0

" podem ser escritos

em que o elemento de arco é dl = adf e os vetores 7’ e T
como:
Flo= 2k, (1.34)
xi + yj = acosbi + asenbj, (1.35)
(1.36)

"noo_ A
(22 + a®)V/? = constante = b

Portanto, o vetor campo total serd a integral da Eq. I=32, nos limites do

angulo 6, podera ser escrito como
(1.37)

2k — acosti — asendj
k)\/ (21 a2 adf.

Os médulos das trés componentes do campo serao
27
acos 6
adf,

E, = k)\/_(z2+a2)3/2
0
29
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2

CL2
= —k)\m /COS 6d97

0
S 0)2" =
27 0
asen
Ey = k‘)\/—(ZQ_i_ag)S/zadQ,
0
27

(l2
0

a2

27

2wakAz kqz
- (22—|—a2)3/2 - (22 +a2)3/2' (140)

Como consequéncia, o campo elétrico resultante terd as seguintes compo-
nentes:

15%
|

0,
0,

<

kqz 3
(22 +a2)3/2"

et

(1.41)

Verifica-se assim que o campo tera a direcao normal ao plano do anel, na
direcdo z, quando a carga for positiva. A forma de solugdo adotada aqui
permite obter o campo elétrico para qualquer tipo de arco circular, bastando
para cada caso, modificar os limites de integragao, no cdlculo das componentes
do vetor campo elétrico.
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Finalmente, analisando a expressao do campo, Eq. [, pode-se dizer
que existem dois limites importantes, o primeiro é o valor do campo no ponto
central do anel, que resulta ser nulo, F(,—q) = 0.

Um outro limite, que ocorre para z >> a, nos mostra um campo mono-
polar ou seja, o campo de uma carga pontual colocada no centro do anel. Para
mostrar esse limite, faz-se a seguinte modificacao na expressao do campo:

— qu ~

B.=—C (1.42)

2
1+ ()]
A fracao pode ser expandida em forma de série, da seguinte forma:

z

[1+ (Q)T o 21—g(a/z)2—|—... (1.43)

Para z >> a, s6 os dois primeiros termos da série ja dao uma boa precisao
par o célculo do campo,

_, kq o
FE, —_——k,
22 [1 — %(a/z)ﬂ
kq 3kqa?\ -
— — . 1.44
(22 274 > & ( )

Dessa maneira para z >> a, o campo elétrico pode se aproximar para um

campo de mOIlOpOlO,
_ kq\ -

Exemplo 1.7
Cdlculo do campo criado por uma distribuicdo superficial de carga, produzida
por um disco de carga.
Solucao
Neste exemplo, utilizando a mesma geometria da Fig. [T, modificando a
distribuicao de carga para do tipo superficial, ou seja, considera-se um anel
com raio médio r’/ = r, mas com largura dr, ou seja um elemento de superficie.
Neste caso, o valor da distancia b nao sera constante, pois dependera do raio
7 que nesta distribuicdo é uma varidavel. O elemento de carga podera entao
ser escrito como,

dqg = dAo,
em que o C'//m? é a densidade superficial de carga. Dessa maneira, o campo

elementar, gozara das mesmas propriedades de simetria, como no caso ante-
rior, e o campo resultante também terd a direcao de z,

dE, = k@cos(a) = k%ﬁdr%
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em que o elemento de area do anel elementar é dado por dA = rdfdr. O valor
do campo total deverd ser a integral de dE,, no dominio do angulo 6 e de b.
Para o caso de um disco de raio maximo R, a integral serd:

2m R .,

R
2rdr z
koma =20k |1 — — | .
O/ / 22+T 3/2 < 1/22_|_‘Z.22)

E.

Agora pode-se discutir o valor do campo para vérios limites interes-
santes, o primeiro seria par z >> r que resulta no campo de mono-polo ou
seja 1/r2. Um outro limite interessante é o de um plano infinito de carga ja
que esse limite se consegue fazendo R — oo resultando em um campo dado
por,

o
E(R—>oo) = 2kmo = -,
2e,

ou seja, o campo é constante e independente da distancia z ao ponto P.

Exemplo 1.8

Cdlculo do Campo Elétrico de Distribuicao Esférica de Carga: Casca Esférica

com densidade uniforme de carga superficial.

Solucao

O exemplo de uma casca esférica como distribuicao de carga elétrica pode

ser utilizado para representar o problema pratico de uma carga distribuida

uniformemente sobre uma esfera condutora quando a mesma é eletrizada ou

mesmo um corpo isolante esférico com espessura muito fina, conforme nos

mostra a Fig. T3, na qual descreve-se a geometria do problema.
Considerando uma esfera de raio R que possui uma carga Q distribuida

uniformemente sobre a sua superficie podemos definir a sua densidade super-

ficial de carga como: 0 o

g = Z = 4’/TR27 (146)

cujo diferencial nos mostra que a carga por elemento de area, neste caso
representando a drea do anel elementar mostrado na Fig. [CIA, serd:

dQ = 0dA = o(2r Rsenf)(Rdf) = 02w R*senfdf (1.47)

O campo elétrico produzido por esse anel elementar de carga, no ponto P

sera:
kd ko2rm R%senfdf
dE, = TQcosa = Mcosa. (1.48)
r

r2
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Rdo

Figura 1.15: Geometria da casca esférica de carga

Aplicando a lei dos senos teremos:

r? = 2% + R?* — 22 Rcosb), (1.49)
consequentemente,
2rdr = 2z Rsenfdl; portanto senfdl = %; (1.50)
para o angulo « temos:
R? = 2% + r? — 2zrcosa portanto cosa = W (1.51)

Substituindo esses valores na Eq. [48:

2 2 .2 p2 2 _ p2
dE, — ko2mR <rdr> (x +7r? - R > _ komR (1+m R )dr (152)

= TR 2xr x? r2

Os limites de integracao do campo, para pontos externos a esfera, sao definidos
como:

(x—R)<r<(z+r); (1.53)
portanto
komR [T - R?
E, = %/ O+ xT)dr, (1.54)
komR 22 — j2 °HH
= = {(7‘ — . )} ) (1.55)
z—R
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_ k‘Z;R {(xqtR)(:cR)(sz?) <xiniR>ﬂl.56)
_ ]“%R {21{ — (22 - R?) (UC(HR;%)(;QTR?)] (1.57)
- k”;rRz. (1.58)

Dessa maneira o campo elétrico produzido no ponto P por uma casca
esférica de carga é dado por:

_ kodrR? _kQ

E, =
* 2 2

(1.59)

Para pontos no interior da casca devem-se alterar os limites de inte-
gracao da Eq. 1.54 para:

(R—z)<r<(x+r)

portanto,

2 r

2 2 7z+R
B, = Mo {(r S )} = 0. (1.60)
R—x
Dessa maneira conclui-se que o campo no interior da casca é nulo: E, = 0,
em todos os pontos.
A representagao grafica do campo dentro e fora da casca esférica é uma
funcao que pode ser observada na Fig. 1.16:

Figura 1.16: Campo elétrico produzido por uma casca esférica em pontos
interiores e exteriores & mesma

Campo produzido por uma esfera macica de carga:
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Esta distribuicao de carga pode se referir ao caso de uma esfera de
material dielétrico, com carga volumétrica uniformemente distribuida. Por
simplificagao vamos considerar que a esfera maciga seja constituida por um
numero grande de cascas esféricas, cujo campo obtivemos e dessa maneira
vamos calcular o campo por analogia. Como no exterior de cada casca esférica
se produz um campo igual ao produzido por uma carga pontual colocado no
centro da distribuicao esférica, podemos integrar a carga de todas as n cascas:

E, = * / dq = kQ (1.61)

Considerando agora que o ponto P, onde desejamos calcular o campo, esteja
no interior da esfera ou seja r < R, essa integracao deve levar em consideragao
que o raio de cada casca é variavel de 0 a R, portanto a parcela de carga no
interior de cada uma das esferas varia, em fungao desses limites e serd dada
por:

4 4 Q 4 3 Qr3

GO T

(1.62)

Da mesma maneira, como o campo é devido a essa carga para cada ponto P,

teremos:
kg kQr3/R®  kQ
et e TR
A representagao grafica desta fungao que representa o campo dentro e fora de
uma esfera maciga pode ser observada na Fig. 1.17:

E.

T. (1.63)

E
kQ/RZ1

kOX/R
—

Figura 1.17: Campo elétrico produzido por uma esfera maciga de carga em
pontos interiores e exteriores a mesma

No préoximo capitulo vamos estudar estes mesmos problemas, mas uti-
lizando a Lei de Gauss, a partir da ideia de que o campo em uma distribui¢ao
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de carga pode ser analisado de uma nova perspectiva: imaginem que nos dois
casos, na casca e esfera maciga, podemos escrever o campo da seguinte forma:

Ee,(4nr?) = Q, (1.64)

Portanto, nao importa a qual distancia estamos calculando o campo sempre
o produto do campo pela area de uma superficie Soncéntrica a distribuicao de
carga vai ter sempre o mesmo valor Qe,.

1.8 Aplicacoes Tecnoldgicas da Eletrostatica

Revisando os principios de funcionamento dos processos industriais ba-
seados na eletrostatica, observa-se que os mesmos ja eram conhecidos e des-
critos no século XIX. No entanto, somente a partir de 1907, com o desen-
volvimento dos precipitadores eletrostaticos, é que a eletrostatica iniciou a
ser aplicada em processos de sucesso industrial®. A esta utilizacdo prética
da eletrostatica se seguiram outras e hoje existe um grande desenvolvimento
cientifico e tecnolégico que nao pode ser facilmente resumido, pois suas aplicagoes
vao desde a pintura eletrostdtica até a ciéncia espacial.

e Precipitacao Eletrostatica

Os precipitadores eletrostaticos removem particulas do ar em um pro-
cesso que pode ser dividido em duas etapas: primeiro o ar com poeira
atravessa um espaco com uma série de pequenos condutores eletrizados
alternados entre placas também metdlicas. A ionizacao das moléculas de
ar permite fazer com que as particulas de poeira sejam eletrizadas. Na
segunda etapa as particulas eletrizadas aderem a placas metdlicas entre
as quais existe um campo elétrico oscilante. Este processo limpa o ar a
niveis muito altos. A utilizacdo da precipitacio eletrostatica pode hoje
ser utilizada nos aparelhos de ar condicionado, removendo o pélen e ou-
tros alergénicos. A remocao de aerosséis toxicos é uma outra utilizagao
tanto na drea da satide como na drea tecnolégica como na industria de
semicondutores.

e Pintura Eletrostatica

O processo de protecao de superficies metalicas com camadas muito
finas de pintura pode ser atingida pela pintura eletrostatica. Este pro-
cesso garante maior uniformidade e economia de tinta. A utilizacdo de
tintas termoplasticas permitiu o desenvolvimento deste processo com
rendimento muito maior e aplicagbes muito diversificadas.

S1.1. Inculet, Industrial applications of static electricity, Journal of Electrostatics, 16,
287-298(1985).
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1.9

Biotecnologia Muitos dos processos biolégicos sao controlados por fa-
tores eletrostaticos, resultantes da maior ou menor concentragao de fons.
O transporte de energia através de membranas celulares, é um desses
exemplos. A manipulacdo de células e macromoléculas como o DNA
pode ser realizada utilizando-se forcas eletrostiticas. O uso prético
destes fenomenos poderd gerar novas aplicagoes industriais realmente
inovadoras.

Particulas Ultrafinas e Nanotecnologia O uso de particulas na-
nomeétricas € crescente nas aplicagoes industriais. Essas particulas sao
caracterizadas por alta energia de superficie que, mesmo em pequenas
concentracoes, poderao alterar as propriedades de ceramicas, metais,
estruturas Oticas e mesmo de semicondutores. A area de nanotecnolo-
gia estd levando os limites da geragao de novos materiais a dimensoes
atomicas, com promessa de novissimas aplicagoes.

Ciéncia Espacial A auséncia de gravidade e existéncia de alto vacuo
no espago permite a utiizacao das forgas eletrostaticas em processos que
utilizem particulas de grande tamanho. O uso de motores i6nicos é um
desses exemplos. A partir de um géds nobre, que serve de combustivel, é
criado um plasma, um estado da matéria em que os dtomos estao sepa-
rados em elétrons e nicleos atémicos. As particulas com carga positiva
sdo, entao, aceleradas por um campo elétrico para fora do motor. Ao
sairem, esses fons empurram a nave na dire¢ao oposta.O modelo da nave
espacial da NASA lancada em 24 de outubro de 1998 e que ficou em uso
até 2001 Deep Space-17. é eletrostatico.

Questoes, Exercicios e Problemas

. Qual o valor da elétrica elementar "e”e a que particulas atomicas ela

estd associada?

. Porque os quarks nao sao considerados cargas elementares na eletrici-

dade?

A aplicagao do principio da conservagao, da carga elétrica, exige que o
corpo esteja isolado. Como é possivel realizar o isolamento de forma
pratica?

As forgas elétricas entre cargas elétricas podem ser interpretadas pela
Lei de Coulomb ou pela existéncia de um campo elétrico, explique a
diferenca entre as duas interpretagoes.

M. Raymann, Deep Space 1, http://nmp.nasa.gov/ds1/,(01/11/2006)
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

Que diferenga existe entre a eletrizagao de um condutor e a de um
isolante sob a acao de um campo elétrico externo?

A eletrizacao por friccdo pode ser explicada utilizando uma série tri-
boelétrica, explique como ao atritar dois materiais diferentes um fica
positivo e outro negativo? A que se pode atribuir a ordenagao dos ma-
teriais em uma série triboelétrica?

Um bastao, que pode ser a sua caneta de plastico, quando atritada se
eletriza atraindo corpos neutros, como pedacinhos de papel. Como isso
pode ocorrer? Explique também, por que depois que os pedacinhos de
papel tocam o bastao, alguns sao repelidos?

A carga de prova, capaz de sentir a presenca de um campo elétrico, deve
ser sempre positiva? Como se poderd analisar o campo elétrico com uma
carga negativa?

Explique numericamente como a partir do experimento da balanca de
Coulomb foi possivel obter a Lei de Coulomb?

Nos dias em que vai chover é dificil realizar qualquer atividade que
envolva a eletrostatica; por exemplo, as maquinas Xerox tiram cépias
muito ruins. Mas logo depois de parar a chuva, em geral, se podem
realizar experimentos de eletrostatica com mais sucesso. Explique o que
acontece nos dois casos, antes e depois da chuva.

Considere uma distribuicao, a sua escolha, de trés cargas pontuais, lo-
calizadas nos vértices de um triangulo equildtero, com lados de 10cm e
com cargas iguais a InC', 2nC e —4nC. Calcule a resultante das forcas
que atuam na carga negativa.

As linhas de forca apresentam duas propriedades: primeiro nao se cru-
zam, segundo o nuimero de linhas é indicativo da intensidade do campo.
Por qué?

Desenhe as linhas de campo elétrico de uma distribuicao de duas cargas
positivas quando: a) as cargas forem iguais; b) quando as cargas forem
qe2q.

Quatro cargas elétricas iguais e positivas colocadas nos vértices de um
quadrado de lado a geram, no centro do quadrado, um campo elétrico
nulo. Como se pode verificar se esse ponto é de equilibrio estavel ou
instavel, seguindo o mesmo raciocinio do exemplo 1.1.

Considere a mesma distribuicdo de carga da questdao 11 e obtenha o
valor do campo elétrico em cada um dos trés vértices.
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16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

Considere um anel de carga de raio 15¢m, com uma distribuicao de carga
igual a A = 5nC/m. Calcule o campo elétrico no centro do anel e em
um ponto sobre o eixo z do mesmo a 15¢m do centro.

Obtenha a expressao do campo elétrico produzido por um dipolo elétrico,
no eixo que une as duas cargas.

Uma distribuigdo de cargas que forma um quadrupolo consiste de uma
carga negativa —2@) localizada na origem do sistema de coordenadas e
duas positivas, uma localizada em x = d e outra em x = —d. A soma
dos momentos dipolares desta distribuicao é nula, mas a distribuigao
possui um momento, o chamado momento quadrupolar elétrico, 2Qd2.
Calcule o valor do campo elétrico em um ponto qualquer do eixo dos x
localizado a uma distancia z da origem, em fun¢do do momento qua-
drupolar. Sugestao: o campo pode ser calculado de duas maneiras; a
primeira somando o campo produzido por quatro cargas, e a segunda
somando o campo produzido por dois dipolos.

Utilizando o exemplo 1.4 calcular o campo elétrico, em um ponto P(0,y),
produzido por uma distribuigao uniforme e linear de carga de compri-
mento L, colocada no intervalo z{0, L}.

Utilizando o resultado algébrico do exemplo 1.5 faga um estudo gréfico
da fungdo campo elétrico E(z).

Considere dois planos de carga paralelos e de dimensées infinitas, um
com carga positiva e outro com negativa e calcule o valor do campo
elétrico, entre os planos e fora dos mesmos. Desenhe as linhas de campo
entre os planos e fora dos mesmos.

Utilizando a mesma légica matemética do Exercicio 1.8 deduza a ex-
pressao do campo elétrico produzido por uma esfera maciga de carga
elétrica que possui um raio externo R e densidade de carga volumétrica
p C/m3 para pontos no interior e no exterior da esfera.

Fazendo uma revisao de todos os cédlculos de campo neste capitulo faca
um resumo das propriedades do campo elétrico em funcao da simetria
com a distribuicao de carga elétrica.

Faca uma pequena pesquisa bibliogréafica, utilizando, livros, sites da in-
ternet, ou mesmo material técnico sobre um dos temas abaixo de sua
livre escolha (a escrita deve ser sua, sendo permitido a apresentagao
de graficos ou mesmo figuras desde que indicada a fonte bibliografica).
Temas: precipitadores de poeira, ou filtros eletrostaticos , pintura ele-
trostdtica, motores idnicos para transporte espacial.
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CAPITULO 2

Lei de Gauss

Carl Friedrich Gauss, matemdtico e astréonomo famoso, trabalhou
em mecanica celeste, eletromagnetismo, dtica e teoria dos erros...

No capitulo anterior, mostrou-se que o campo elétrico pode ser calcu-
lado, tanto para cargas puntiformes como distribuidas, utilizando-se a Lei de
Coulomb associada ao principio da superposicao e o calculo integral. Para
problemas onde existe simetria da distribuicao de carga, é possivel utilizar
um novo método baseado na ” Lei de Gauss”, tornando o célculo do campo
muito simples. A lei de Gauss, na sua forma integral, parte do cédlculo do
fluxo do campo elétrico, uma integral de area e de uma integral do volume
limitado pela superficie fechada, denominada gaussiana.

2.1 Distribuicao de carga e campo elétrico

A existéncia de um campo elétrico no espaco é observado quando se co-
loca uma carga elétrica nos varios pontos desse espago. A visualizagao deste
processo de sondagem é a construgao grafica das linhas de forga, através de
curvas tangentes em cada ponto em direcao do campo elétrico nesse ponto.
A direcao e sentido do campo define a orientacao das linhas que constituem
a representagao grafica do campo. A partir dos calculos baseados na Lei de
Coulomb, realizados no capitulo um, pode-se deduzir a forma da distribuigao
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de linhas de campo no espaco que circunda a distribuigao de cargas elétricas.
A simetria entre a distribuicao de carga e as linhas de campo pode ser re-
sumida para distribuicao de cargas pontuais, como o monopolo e o dipolo, a
distribuicao plana, esférica e cilindrica. De forma resumida se pode concluir
que as cargas pontuais e cargas esféricas e cilindricas geram campos de sime-
tria radial, enquanto que a distribuicado plana gera campo perpendicular ao
plano de carga.

A visualizacao das linhas de campo elétrico nos mostra a simetria entre
a distribuicao de carga e o campo elétrico mas permite, apenas uma anélise
qualitativa da intensidade do campo, através da densidade de linhas de campo
convencionando-se que a distancia entre linhas é inversamente proporcional a
intensidade do campo.

Algumas propriedades da representacao de campos vetoriais, podem ser
aplicadas ao campo elétrico assim as linhas de campo nao podem se cruzar,
pois a direcao do campo nesse ponto de intersecgao deixaria de ser tinica. Por
convencao as linhas de campo divergem das cargas positivas e convergem as
cargas negativas. Ao contrario que se pensa e se pode concluir de alguns expe-
rimentos muito simples, as linhas de campo nao sao trajetérias de particulas
carregadas soltas em repouso no campo elétrico. Se a particula é colocada em
repouso o seu movimento so inicia na direcao do campo mas se a particula é
lancada em movimento, a sua trajetoria nao segue a direcao do campo, ou da
forga.

2.2 Conceito de Fluxo do Campo Elétrico

Uma das formas mais simples de entender o significado do fluxo do
campo elétrico é utilizar a analogia com o campo de velocidades ¥(x,y, z)
das particulas de um fluido, por exemplo o fluxo de d4gua em uma tubulagao.
Mergulhando dentro do fluxo de dgua uma tela de area A, dependendo da
inclinacao da tela em relagao ao campo de velocidades como estd mostrado
na Fig. Pl teremos um fluxo para cada inclinacao, sendo maximo o fluxo
quando a tela é normal ao campo de velocidades.

O fluxo de dgua através da tela, quando a mesma é perpendicular ao
campo vetorial é dado por

® =vA [m?/s], (2.1)

também definido como a vazao de fluido através da tela. Quando a tela estéa
inclinada em relacao ao fluxo de liquido, a vazao através da mesma serd menor,
pois a drea normal, efetivamente atravessada pelo fluxo, diminui para Acos
e o fluxo, nesse caso, serd dado por:

® = vAcos(f) [m?/s]. (2.2)
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Figura 2.1: Fluxo de agua movendo-se na diregao x, através de uma tela de
area A, em que vetor Aé perpendicular a tela.

Uma forma mais simples de expressar o fluxo é considerar a tela definida pelo
vetor A, como mostra a Fig. 2. Como #.A = v.A cos(6), é possivel escrever
o fluxo de dgua como sendo o produto escalar dos dois vetores,

®=7-Am?/s]. (2.3)

Para o caso mais geral, em que um campo vetorial nao homogéneo atravessa
uma superficie qualquer, torna-se necessario langar mao da integragao para o
célculo do fluxo. Considerando um campo vetorial com qualquer orientagao
no espaco, ¥, como na Fig. E(a) no qual se associa a cada ponto do espago
um vetor, é possivel computar o fluxo em um ponto qualquer, colocando
uma pequena superficie plana naquele ponto e somando somente o nimero
de vetores que realmente atravessam essa superficie, furando-a de um lado
para outro. Como o fluxo depende do angulo relativo entre o campo vetorial
e a superficie é preciso relembrar que uma superficie é definida por um vetor
ortogonal ao plano tangente a superficie em cada ponto.

No caso de um campo nao constante, através de uma superficie qual-
quer, como o da Fig. Z32(b) divide-se a superficie em elementos de drea AA
equivalentes a planos, nos quais o campo vetorial possa ser considerado cons-
tante e o fluxo através dessa pequena area, sera

AD = (7-7)AA. (2.4)

O fluxo total serd o somatorio a todos os n elementos:
o= Ad~ (7-n)AA. (2.5)

Para um nuimero muito grande de malhas n — oo, as areas serdo elementares
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Figura 2.2: Fluxo do vetor ¢, com qualquer orientacdo no espago, através

de uma superficie qualquer, onde o vetor dA é perpendicular a
superficie, com direcao 7.

e o somatorio corresponderd a uma integral de superficie, assim definida,

P = /ﬁ-d/f (2.6)

S

O simbolo de integral com limite ”S”indica que a integracao sera feita em
toda a superficie S (integral dupla) em que o vetor diferencial de drea d/f, foi
definido como um vetor de direcao normal a superficie com modulo igual a
dA:

dA = hadA. (2.7)

O célculo do fluxo utilizando a equagao 28 é uma definigao geral de fluxo para
um campo vetorial qualquer, através de uma superficie também qualquer.
Desta maneira é possivel estender a definicao de fluxo, ao campo elétrico,
denominando-o de fluxo elétrico:

dp = /E.dﬁ. (2.8)
S

Existe uma grande diferenga entre o conceito do fluxo de um fluido,
como a agua, e o fluxo do campo elétrico pois no primeiro o fluxo é de
particulas de dgua que se movem através da superficie, enquanto que no se-
gundo o campo elétrico ndo possui um movimento associado ao mesmo a
menos que se utilizem particulas com carga elétrica, como sensores de campo.
Dessa maneira se considera que o fluxo do campo elétrico é medido pelo
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nimero N, de linhas Considerando que atravessam uma superficie normal,
as mesmas, de area A. Portanto pode-se dizer que o fluxo elétrico através
de uma superficie é proporcional ao niimero de linhas de campo
elétrico que atravessam a superficie considerada.

O fluxo de vetores como o campo elétrico E ¢ definido para um campo
que atravessa uma superficie definida em um determinado ponto do espaco
pelo versor normal 72, como é mostrado na Fig. Z2(b). Uma superficie aberta
possui dois vetores normais; dependendo do versor escolhido, calcula-se o fluxo
em um dado sentido. Para superficies fechadas ou gaussianas o versor, por
convengao, aponta para o exterior de tal maneira que o fluxo calculado sempre
serd o fluxo para fora da superficie.

pp= ¢ E-dA (2.9)
/

2.2.1 Fluxo Elétrico criado por Carga Puntiforme

O fluxo do vetor campo elétrico criado por uma carga puntiforme e
positiva ¢, situada na origem do sistema de coordenadas, é calculado através
de uma superficie circular de raio R paralela ao plano zz, cujo centro estd
no eixo z a uma distancia Z do centro do sistema de coordenadas. A carga
e a superficie estao representadas na Fig. 223. Como existe uma simetria em
torno do eixo z, é conveniente utilizar um sistema de coordenadas cilindricas.
Para o céalculo do fluxo, divide-se a superficie em elementos, dA cujos lados
sao dr e rdf, sendo dA = rdfdr. Cada um dos elementos é caracterizado por
um versor, que no caso possui a mesma dire¢ao do eixo z com versor 12;,

dA = rdfdrk. (2.10)

O campo elétrico poderd entdo ser escrito como,

(',
v 2.11
e 211)

Ep = kq
em que o vetor posicao do ponto P é definida por
7y =7+ 2k (2.12)

e o campo elétrico tomard a forma,

= kg (r2 + 22)3/2° (2.13)
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Figura 2.3: Fluxo do campo elétrico criado por uma carga elétrica puntiforme
através de uma superficie em forma de disco.

O fluxo através da superficie sera dado por
27

R
- r+zk N
dp = /E.dA = //kq 2§ 22)3/2 (rdfdrk), (2.14)
S 0 0

em que integracao em 6 ¢é imediata. Restando a indicagao de alguns passos
da integragao em r, apds realizar o produto escalar,

R
by = /kqQTerr,
R
= Zﬂqu/mdr,
0 1 .
= —2mkqz {(7"2'5‘22)1/2]0 , (2.15)
= 2nkqz [i - (Rz_|_122)1/2} . (2.16)
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A equagao PI3 pode ser escrita de uma forma mais simples, o que permitira
a andlise de algumas de suas caracteristicas,

dp = 2rkq l1 - {1+(1R)2}1/2] . (2.17)

Para o limite de R — 0, o fluxo tende a zero, pois a superficie nesse caso serd
nula. Para Z — oo o fluxo também sera nulo, pois o camp elétrico diminui
com o quadrado da distancia. Mas o fato mais interessante é a dependéncia
do fluxo em funcao de g; pois 0 mesmo se mantera constante dentro de um
cone, cujo vértice é a carga, para qualquer distancia na qual se mantenha
constante a razao g. Este fato pode ser observado na geometria da Fig. B4,
na qual se observa que todas as superficies dentro desse cone serao, sempre,
atravessadas pelo mesmo nimero de linhas de campo.

Figura 2.4: O fluxo através de duas superficies paralelas que mantém a mesma
razdo R/Z, é o mesmo, pois estao dentro do mesmo angulo sélido.

2.3 Lei de Gauss

Na Fig. P33 mostra-se a geometria para o cédlculo do fluxo do vetor
campo elétrico através de uma superficie esférica de raio r, produzido por
uma carga pontual colocada no centro da gaussiana.

Sabemos que o valor do campo elétrico em todos os pontos da superficie
gaussiana esférica, de raio r, é dada por:

E.=k

q .
5" (2.18)
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Figura 2.5: Geometria para o calculo do fluxo produzido por uma carga pon-

tual, através de uma superficie dA.

O fluxo total através da superficie esférica é dado por:
P = / E - dA. (2.19)
s

O produto escalar pode ser simplificado ja que os E e dA sao paralelos e o
integrando pode ser escrito como,

E - dA = EdAcos) = kr%rQsenQde(b. (2.20)

O fluxo do campo elétrico pode ser calculado da seguinte forma:

27 ks 2m ™
o= / / k-Lr2senfdfde = kq / / senfdodo. (2.21)
o Jo T 0o Jo
2m
o= kq/ senBdf[@)g = 2mkq[cosO]f (2.22)
0
e o valor desta integral sera:
d = 4dnkq (2.23)
e como )
k =
dre,’
resulta
o=12 (2.24)

o
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Esta Eq. é a Lei de Gauss, na qual a constante 4wk também costuma ser
definida como o inverso da permissividade elétrica no vacuo 1/e,.

No caso da superficie fechada envolver um conjunto de n cargas pon-
tuais, q1, g2, ¢3....¢;...qn, 0 fluxo devido a essas cargas, aplicando o principio
da superposigao, serd dado por:

n
Oy = j{E CdA =47k ;. (2.25)
5 i=1
Um ntmero infinito de cargas corresponde a uma distribuicao continua

de cargas no interior da superficie fechada cujo somatério sera, entao, uma
integral no volume limitado pela superficie gaussiana:

oy = 47Tk/dq, (2.26)
1%

= 47Tk/pdV, (2.27)
1%

= Ankgn:, (2.28)

em que g;n¢, representa a carga total no interior da superficie fechada.

Exemplo 2.1

Cadlculo do fluzo elétrico através de superficies gaussianas, como mostrado na
Fig. 2@:(a) um cubo de lado a contendo uma carga @ no seu interior; (b)
Uma esfera de raio R contendo uma carga —@Q no seu interior, uniformemente
distribuida sobre o plano equatorial da esfera; (c) uma esfera de raio R com
um dipolo elétrico no seu interior.

Figura 2.6: Superficies gaussianas para o exemplo 2.1,
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Solugao

Neste exercicio nao é necessario fazer nenhuma integracao, pois o fluxo elétrico
pode ser obtido, apenas verificando qual a carga existente no interior da su-
perficie gaussiana, pois de forma resumida a Lei de Gauss, diz que

O = Ak qin;.

Bastando entao para calcular do fluxo, através da gaussiana, obter o valor da
carga a carga no interior da mesma.

(a) No caso do cubo, nao importa a localizagdo da carga, se ela estiver no
interior da gaussiana o fluxo serd: ®p = 47kQ.

(b) Da mesma maneira do item (a), basta saber o valor da carga no interior
da esfera e o fluxo serda: ®p = 4wkQ.

(¢) No caso do dipolo, a carga no interior é nula e portanto o fluxo também o
serd.

Exemplo 2.2

Cidlculo do Campo Elétrico a uma distancia Y de uma distribuicdo linear e
infinita de carga com densidade X.

Solugao

Para o célculo do campo elétrico, em um ponto situado a uma distancia Y
de um condutor retilineo, constréi-se uma superficie gaussiana , como a su-
perficie externa de um cilindro de comprimento finito, que contenha no seu
eixo o condutor, como mostra a Fig. 2.

/‘d_A> _IE
pd vl
E++1-1-+++!+++++>++!<—l_ @t,_>

Linha de carga, infinita )

h T

Figura 2.7: Superficie gaussiana cilindrica, contendo uma linha de carga in-
finita no seu eixo, com distribuicao linear e uniforme de carga
elétrica positiva.

A aplicacao da lei de Gauss é feita em duas etapas: na primeira, calcula-
se o fluxo através da gaussiana e na segunda calcula-se a carga existente no
interior da mesma.
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Como nos mostra a Fig. P74, o campo elétrico, é normal a superficie
cilindrica, portanto a normal a superficie tem a mesma direcao do campo.
Nas bases dos cilindros, os dois vetores formam um angulo de 90°. O fluxo
elétrico, sera entao:

@Ezfﬁ-dA’:EAw.
S

Como a area lateral do cilindro é A = 27Y'h, em que h é a altura e Y o raio
do cilindro, o fluxo sera
b = E2nYh.

A carga no interior do cilindro, ¢;,; é calculada por,

Qint = )‘hv
portanto,
E27Yh = 47k\h
2k
E =
Y )

que é uma solugao idéntica & obtida com aplicagao da lei de coulomb para
carga distribuida.
Exemplo 2.3
Cdlculo do Campo FElétrico a uma distancia h de wm plano de carga infinito
com densidade de carga o.
Solucgao

Pela simetria da distribuicao de carga, consideram-se as linhas de campo
como retas perpendiculares ao plano e equidistantes. Dessa maneira o fluxo
sera constante sobre qualquer superficie paralela ao plano e zero para qualquer
superficie normal. Por isso, considerou-se uma superficie gaussiana, cilindrica
reta, cujas bases sao paralelas ao plano de carga, com raio qualquer e altura
h, conforme nos mostra a Fig. ER. O Fluxo serd entao,

@Ezfﬁ-dﬁzzEAm.
S

Como a érea das bases do cilindro é A = 7r2, o fluxo serd
dp = 2Emr?.

A carga no interior da superficie serd igual & densidade de carga superficial
vezes a area circular de interseccao da gaussiana com o plano de carga,

2
Qint = 07T,
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-~ |E
. Plano de carga
Gaussiana._
N /

Figura 2.8: Superficie gaussiana, cilindrica para um plano infinito com carga
superficial uniformemente distribuida.

portanto,
2E7mr? = drkonr?,

e o campo elétrico sera,

FE =27ko = i.
2¢e,

Como consequéncia, se observa que o campo elétrico é constante e indepen-
dente de distancia do ponto ao plano da carga.

Exemplo 2.4
Cdlculo do Campo FElétrico a uma distancia r do centro de uma distribuicdao
esférica de carga com densidade p e raio externo R, e carga total q.

Solugao

A gaussiana, devido & simetria do problema, sé pode ser esférica com raio
7 maior ou menor do que R dependendo do ponto escolhido para o cédlculo
do campo estar dentro ou fora da mesma, conforme mostra a Fig. E9. Para
os dois casos o fluxo, considerando o campo como radial ou seja paralelo ao
versor da superficie gaussiana, serd dado por,

@E:%E-d/f:EzmrQ.
S

Para o caso do ponto estar localizado fora da esfera (r > R), a carga no
interior serda dada por

4
Qint = P§7TR37
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\ A

-
-~ - * Gaussianas

Figura 2.9: Gaussiana esférica, contendo uma distribui¢ao uniforme de carga
também esférica.

portanto a lei de Gauss ser4,
2 4 3
FAnre = 47rkp§7rR ,
e o campo elétrico, nos pontos fora esfera, serd

4 3 q

Para o interior da esfera, (r < R), a carga no interior da gaussiana ¢ dada
por,

4 3
Qint = PZTT,

portanto a lei de Gauss serd
2 4 3
FAnre = 47rkp§7rr ,

e 0 campo nesse caso serd dado por

4 k
E= gwkpr = R—Zr.

As duas expressoes para o campo elétrico, dentro e fora da esfera, podem ser
representadas graficamente como na Fig. PC10.

© Cldudio Graga 53



Capitulo 2 Eletromagnetismo

¥

R r

Figura 2.10: Fungoes para o campo elétrico, no interior e no exterior de uma
esfera de carga, com distribuicao volumétrica, uniformemente
distribuida.

2.4 Aplicagcao da Lei de Gauss a um Condutor

Considerando um condutor em equilibrio eletrostatico como o da Fig.
T:

Um condutor eletricamente carregado e em equilibrio eletrostatico pos-
sui um campo nulo no seu interior. Esse fato podera ser comprovado pela in-
existéncia de corrente elétrica. A consequéncia do campo ser nulo é que o fluxo
sobre qualquer gaussiana no interior do condutor é nulo. Como consequéncia,
a carga em excesso s6 pode estar na superficie do condutor. A Fig. EZI0 nos
mostra o fluxo, através de superficies gaussianas dentro e fora do condutor.
O campo elétrico produzido pelas cargas na superficie do corpo sera formada
de vetores normais a superficie externa do corpo, permitindo dizer que dessa
maneira se mantém a condicao de equilibrio eletrostético.

2.5 Consequéncias Tecnolégicas da Lei de Gauss

A lei de Gauss permite resolver problemas fisicos com grande facilidade,
especialmente aqueles nos quais se conhece a simetria do campo elétrico ou
da distribuigao de carga. A mnossa derivagao é valida somente para campos
elétricos criados por distribuicao estatica de carga. Uma aplicagao muito
interessante da Lei de Gauss é o teorema de FEarnshaw que nos diz que é
impossivel estabelecer o equilibrio estatico sob influéncia unica de forgas ele-
trostaticas. Um corolario do teorema de Hernshaw nos diz que a eletrostatica
cldssica nao pode ser responsavel pela estabilidade de dtomos e moléculas.
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Figura 2.11: Fluxo em superficies internas e externas de gaussianas simétricas
a um condutor elétrico com excesso de carga em equilibrio ele-
trostatico.

Por outro lado o fato de nao existir campo elétrico no interior de ca-
vidades em corpos metalicos possui muitas aplicagoes praticas. Uma delas é
a Gaiola de Faraday, cuja aplicacao prética é feita na construcao de expe-
rimentos ou equipamentos aos quais se aplicam técnicas, obrigatoriamente,
sem a presenca de campo elétrico. Uma outra aplicagao da gaiola de Fara-
day € o uso do cabo coaxial, no qual a malha externa, aterrada produz um
espago livre de campo elétrico permitindo a transmissao de sinais elétricos
sem interferéncia externa. Sao tantas as aplicagoes cientificas e tecnoldgicas
da eletrostatica, algumas das quais descrevemos no primeiro capitulo destas
notas, que apenas nos resta avangar um pouco mais na teoria eletrostatica,
utilizando a Lei de Gauss na forma diferencial que certamente nos ajudara a
entender muitas dessas aplicagoes.

2.6 Lei de Gauss na Forma Diferencial

O estudo do campo elétrico, na forma diferencial, como ja feita
em varios exercicios, mostra que é possivel localizar as cargas elétricas, pela
forma espacial das linhas de campo elétrico. Nesse aspecto, o estudo da Lei
de Gauss, na forma integral sé torna claro a localizagdo da carga quando
se utiliza uma gaussiana no limite da carga. Se uma superficie gaussiana
envolvendo uma regiao do espago é atravessada por um fluxo elétrico nao
nulo, dentro dessa superficie existe carga elétrica. O limite volumétrico de
uma gaussiana pode ser feito até ao volume elementar que contenha um ponto
e dessa maneira localizando cargas com grande precisdo . Observando campos
elétricos desta forma, por exemplo, na Fig. [C8 pode-se decidir pela posi¢ao
das cargas elétricas.
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Dessa maneira, aplicando a lei de Gauss pode-se verificar a existéncia
de uma carga ¢, como uma propriedade local do ponto P:

. q
1 op = —. 2.2
A PE =, S
Considerando que a carga seja definida dentro do volume elementar AV, o
fluxo sera:
pAV

€o

: (2.30)

em que p é a densidade local de carga elétrica, em torno do ponto P. Utilizando
o conceito de fluxo elétrico poder-se-a chegar a caracteristica local do campo
elétrico da seguinte forma:

im d B4 = 22V (2.31)
AV —0 €o

O conceito de divergente de um vetor pode entao ser aplicado ao campo
elétrico:

" . 1
divEpy = AI\I/IE)O(H f E - dj), (2.32)

Esta expressao leva facilmente & equacao de Poisson da eletrostatica, que
também é conhecida como a forma local da lei de Gauss:

divEpy = L. (2.33)

€o
Quando se expressa a lei de Gauss na forma diferencial, a carga vem a ser o

e
divergente do campo elétrico. Em coordenadas cartesianas o div E pode ser
expresso da seguinte forma:

div E=v . p= L= 4 OBy | OF
T o Oy 0z’

e a equacao de Gauss, na forma diferencial, toma a forma da equagdo de
Poisson :

(2.34)

- = P
V- E=—. (2.35)
€o
Na Fig. P2 se observam quatro diferentes campos, no primeiro (a) a di-
vergéncia é nula, pois as linhas sdo paralelas, portanto a carga nao se lo-
caliza no dominio desse campo, enquanto que no caso (b) a divergéncia é
positiva, existindo uma carga positiva na origem. No caso (¢) nao se ob-
serva a existéncia de divergéncia, portanto no espaco definido nao existe carga
elétrica, no caso (d) existe divergéncia positiva, mas resta discutir em termos
do rotacional do campo para verificar se este tipo de campo pode representar
um campo elétrico produzido por carga estatica.
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I
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Figura 2.12: Divergéncia de campos de forca e o valor do divE: (a)= 0,
(b)> 0, (¢)=0, (d)> 0.

2.6.1 Equacao de Poisson aplicada a uma carga pontual

Considerando que o campo elétrico produzido por uma carga colocada
na origem do sistema de referéncia produz um campo em um ponto 7 qualquer,
dado pela lei de Coulomb:

. g T
E(r= — 2.36
(7 Are, 13 ( )

Analisando a definicao da equacao de Poisson, se observa que para r # 0
divE = 0, pois se trata de espago livre de cargas. Vamos verificar esse fato
calculando o divergente do campo elétrico Eq. para uma diregao qualquer
x:

0E, qg 0 T
dr  Ame, Oz 13 (2.37)
q 0 (1 3xor
- R R 2.
dre, Oz <r3 rd Ox (2:38)
Como 7 = (22 +y? + 22)1/2,
or 9 , 2 an1/2 T
81’_31(96 +y* + 29) = (2.39)
e portanto
OFE, g 0 (1 322
- 4 (2T, 4
ox 47e, Ox (r3 rd ) (2.40)

De forma andloga pode-se obter as derivadas para as outras direcoes y e z,
portanto:

L OE, N O0E, OE, q [ 3 3@ +y*+2?)

vE = = - = . (241
div dr Oy oz dme, |13 o } 0.cad. (241)
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2.7 Questoes, Exercicios e Problemas

1.

10.

Utilizando a logica de aplicacao da lei de Gauss mostre que as linhas de
campo elétrico devem ser continuas e devem se originar ou terminar nas
cargas elétricas.

No caso do vetor campo elétrico ser nulo sobre uma superficie fechada, o
que pode concluir em relagao a carga contida no interior dessa superficie?

Quando em uma regido em que o campo elétrico é homogéneo, com
linhas de campo paralelas; a)pode-se afirmar que néo existe carga nessa
regidao? b) analise a sua resposta utilizando a equagao de Poisson.

Quando uma bolha de sabao recebe uma carga elétrica ela se distribui
na sua superficie como se fosse um corpo condutor. a) Faga uma andlise
do balango de forgas na superficie da bolha; b)como consequéncia o que
acontecerd em relagao as dimensoes da bolha?

Considerando, um condutor linear infinito, carregado com uma densi-
dade de carga A = 5 nC/m, qual serd o fluxo elétrico que atravessa,
uma superficie cilindrica de raio R e comprimento 1 m que envolve o
condutor?

Supondo-se que uma superficie infinita estd eletricamente carregada com
carga positiva, com uma densidade uniforme de o = 3 nC/m?, calcule
o valor do fluxo produzido a uma distancia de 3 ecm da placa.

Supondo duas placas paralelas e infinitas, a uma distancia d uma da
outra, faca uma andlise qualitativa e quantitativa do campo elétrico,
entre as placas e fora das mesmas: a) quando as duas placas possuem
carga de mesmo sinal; b) quando as placas possuem cargas de sinais
contrarios.

Uma esfera de raio R possui uma distribuigao uniforme de carga elétrica
p C/m3 em todo o seu volume, mais uma carga elétrica ) puntiforme
colocada no seu centro. Qual o valor do fluxo elétrico que atravessa a
superficie externa da esfera?

Uma esfera de raio R, oca com um raio interno R/2, possui uma distri-
buigao uniforme de carga, com densidade p C/m3. Obtenha a expressdo
para o campo elétrico ao longo da dimensao radial no dominio (0, co).
Faga um gréfico de E(r).

Uma esfera condutora de raio 5 c¢m isolada e carregada com uma carga
de 3 mC produz um campo elétrico. Calcule o valor desse campo no
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interior da esfera e fora da mesma, em funcao da distancia ao seu centro.
Faga um grafico dessa fungao.

11. Uma casca esférica possui uma distribui¢ao uniforme de carga; (a) utilize
a lei de Gauss para demonstrar, utilizando as condigoes de simetria, que
o campo no interior da casca é nulo quando a casca é metélica ou nao; (b)
demonstre também que o campo no exterior da casca pode ser calculado,
considerando a carga total como se fosse concentrada no centro da casca.

12. Considerando a existéncia de um campo elétrico médio sobre a superficie
da terra da ordem de 100 N/C, apontando para o centro da terra (devido
a uma carga negativa), calcule a carga total no volume da terra.

© Claudio Graga 59



Capitulo 2

Eletromagnetismo

© Cldudio Graga

60



CAPITULO 3

Potencial Elétrico

Alessandro Volta construiu as primeiras pilhas quimicas no final do
século XVIII e em 1801 demonstrou o funcionamento das pilhas a Napoleao
Bonaparte que o condecorou com o titulo de conde...

3.1 Trabalho e Energia

Os campos de forcas centrais sao do tipo conservativo, permitindo a
sua descricao por uma funcgao escalar denominada fungao potencial. Por isso
torna-se importante revisar os conceitos envolvidos com os campos de forga
conservativos. O trabalho realizado por uma forga F entre dois pontos de sua
trajetoria mostrada na Fig. B,

r
C! Centro de forga

Figura 3.1: Elemento de trajetoéria dide uma forga F em relagao ao do centro
de forgas, 7.

61



Capitulo 3 Eletromagnetismo

é dado por:
2

Wi = /ﬁ-df. (3.1)
1
Como as forgas conservativas sdo do tipo central, podem ser escritas na forma:

= |F#, (3.2)

onde 7 é a direcao da interacao ou direcao ao centro de forgas. O trabalho
para deslocar a for¢ca do ponto 1 ao 2 podera entao ser escrito como:

2 2
Wpﬂz/m%- / cmwe—/uwr (3.3)
1 1

1

Como se pode verificar esta integral é independe da trajetéria para ir do
ponto inicial ao final. Dessa forma é possivel definir uma funcao denominada
Energia Potencial U caracteristica de cada ponto do espaco,

T2
U2 — U1 = —Wl_)g = — / |ﬁ|d’l‘ (34)

T1

Como a energia total do sistema é sempre conservada pode-se dizer que a
variacao da energia potencial, entre o ponto inicial e final da trajetoria, deve
ser idéntica a variagao da energia cinética:

Eo—Egq =—Us+Un) (3.5)

3.2 Energia Potencial Eletrostatica

O trabalho necessario para estabelecer uma dada distribuigao de cargas
elétricas no espago € igual a energia potencial elétrica, resultante da soma de
todas as interagoes entre os pares de cargas. De maneira andloga ao campo
gravitacional define-se a energia potencial entre dois pontos de uma regiao,
na qual se estabeleceu um campo elétrico, através do trabalho realizado pelo
campo sobre uma carga:

Ty
m#—/fw—/ﬂim—(W—U) (3.6)

.
Uma carga elétrica positiva colocada em um campo elétrico E, sob a agao
da forca qF, é acelerada na diregao do campo elétrico adquirindo energia
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cinética. Nesse caso a energia potencial do ponto inicial é maior do que a
do ponto final e a variacao da energia potencial é negativa pois a carga se
movimenta de uma regiao de maior para uma de menor energia potencial.
Se no ponto inicial se aplica uma forca externa, fazendo com que o corpo se
desloque na direcao contraria ao campo elétrico, pode-se, ao contrario, levar a
carga de uma regiao de potencial menor para uma de maior. Dessa maneira se
observa que a variacao de energia potencial tem sempre sinal contrario ao da
variacao do trabalho. Um campo de forcas centrais, como o campo elétrico, é
dito conservativo, pois o trabalho realizado por um campo elétrico sobre uma
carga elétrica é independente do seu percurso.

Utilizando o campo elétrico, produzido por uma carga Q pontual, no
qual se move uma carga elétrica de prova, q,, conforme mostra a Fig. B3,
calcula-se o trabalho para realizar uma trajetoria, qualquer 1 — 2, da seguinte
forma:

\\
AN
N

—_

o Ar \
|
Al N
yd 2
-7

d
~

Figura 3.2: Trajetéria de uma carga entre os pontos 1 e 2, e localizacao do
centro de forgas.

2

2
. dr
Wi = qo/E.dr = QO/k% = —kq,Q [
1

1

1] NS

1
r2 T

Como ja se observou, o trabalho para deslocar a carga nao depende da tra-
jetoria, o que nos indica que o campo elétrico é conservativo. Dessa forma é
possivel definir a energia potencial elétrica gerada pela carga, ) em um ponto
qualquer do espago, utilizando-se a mesma ideia apresentada na equacao B4,
como

Vl%(h%kQ[ll]kQ[ll}. (3.8)

o do T2 1 T1 T2

© Claudio Graga 63



Capitulo 3 Eletromagnetismo

3.3 Potencial Elétrico

A expressao Eq. B mostra que, para uma dada distribuicao de carga
que gera um campo elétrico, a diferenca de energia potencial elétrica entre
dois pontos depende do proprio campo elétrico e do valor da carga elétrica a
qual estad associada essa energia.

Existe, portanto, a necessidade de definir uma grandeza que contenha
informacao sobre a distribuicao de cargas que gera o campo. Para isso define-
se o potencial elétrico, como sendo a energia potencial por unidade de carga,
portanto,

V o (3.9)
A diferenca de potencial elétrico entre quaisquer pontos, inicial e final, da
trajetoria serd entao dada por:

vf—w:—/ﬁ-dﬁ (3.10)

O potencial elétrico é dado em volts (V) em homenagem a Alessandro Volta,
unidade do sistema Sistema Internacional de medidas,

J N X
V=12 =1—2"
C C
Utilizando a unidade volt, é possivel definir uma unidade de energia extrema-
mente Util o eV, definida como sendo a energia adquirida por uma particula
com carga ”e”elementar, quando acelerada por um potencial de 1 volt:

1eV=1,6x107Cx1V =1,6 x 10719

No caso do campo produzido por uma carga pontual ¢, colocada na
origem do sistema, a equagao B0 podera ser escrita como:

q dr q 1 1
Vi—Vi=—[| E-dif =— = ———. 3.11
f / " dme, 2 4me, (Tf Ti) ( )

7

Para a definicao de potencial, associado a um ponto do espago, é necessario
escolher um potencial de referéncia de forma arbitraria. No caso do campo
gerado por uma carga pontual, é conveniente escolher o potencial de referéncia
para r — oo como sendo

Ve =0.
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Dessa forma é possivel definir o potencial criado por uma carga pontual g, em
um dado ponto ”r” do espago, como

Lo
Vi = —/E-dl: 4 (3.12)

E importante considerar que a escolha do potencial de referéncia depende da
distribuicao espacial de carga e quando a distribuicao se estender ao infinito
o potencial do mesmo nao poderé ser considerado com nulo.

3.3.1 Superficies Equipotenciais e Linhas de Campo

Os pontos do espago nos quais o potencial é constante formam, conforme
0 caso, uma superficie, um volume ou uma linha equipotencial. No caso dos
condutores em equilibrio eletrostatico, o volume dos mesmos é equipotencial.

Quando uma carga elétrica, de prova, é deslocada em um campo elétrico
e todos os pontos dessa trajetoria tém a mesma energia potencial, essa tra-
jetoria serda uma linha equipotencial. As superficies concéntricas a uma carga
pontual formam uma superficie equipotencial. O fato de que o campo elétrico
e as superficies equipotenciais sejam ortogonais, facilita a sua construcao
grafica.

(2) ® ©

Figura 3.3: Tracos das superficies equipotenciais para diferentes distribuiges
de carga; (a) carga pontual; (b) dipolo; (¢) monopolo de duas
cargas positivas.

Na Fig. B3 pode-se examinar os tragos das superficies equipotenciais
de diferentes conformacgoes de campo elétrico. Para duas linhas equipotenciais
que tenham uma diferenca de potencial dV, distanciadas uma da outra por
uma distancia ds, a taxa de variagao do potencial, na direcao perpendicular
a superficie equipotencial em um dado ponto, é dada por:

dav

E=-"" 1
o (3.13)
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e dessa maneira pode-se dizer que: o campo elétrico aponta na diregao
em que a distancia entre duas linhas equipotenciais é minima e essa
é a direcao do gradiente da fungao potencial, conforme nos mostra
a Fig. BA.

—p= Campo elétrico
y 4 Potencial baixo

5§ voits f
10 votts T +
,5,.,..3% ﬁ.\\ g
20 voits / \./'r

_ A
Potencial alto /

Figura 3.4: Relagao entre as linhas equipotenciais e os vetores campo elétrico

3.4 Calculo do Potencial Elétrico

O potencial elétrico, resultante de uma distribuicao de cargas, é um
somatorio de escalares, consequéncia do principio da superposicao. No caso
de cargas pontuais, a soma é discreta, enquanto que no caso de cargas dis-
tribuidas, a soma é continua, ou seja uma integral dos potenciais diferenciais.

3.4.1 Potencial criado por Cargas Pontuais

Para o célculo do potencial produzido por uma distribuicao de carga
pontuais o principio da superposicao se aplica diretamente resultando na soma
dos potenciais gerados por cada carga,

-y b
i=1

onde a carga ¢; é localizada, em relagdo ao ponto onde se quer calcular o
potencial, pelo vetor 7.

(3.14)
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Exemplo 3.1
Potencial produzido por um dipolo elétrico em um ponto qualquer do espaco.
Solucao

Figura 3.5: Geometria para calculo do potencial no ponto P devido ao dipolo
elétrico de momento p = qd.

Aplicando o principio da superposicdo em um ponto P qualquer do
espagco, no entorno do dipolo como mostra a Fig. B3, resulta que o potencial
Vp nesse ponto sera:

1 1 —r_ A
Vp—V++V—kq<>—kqw !
T4 r— ryr—

= Rq 2

pois de acordo com a Fig. BA a diferenca Ar = r. — r_. Para pontos
distantes do dipolo se verifica que ry.r_ ~ r2. Considerando o triangulo com
hipotenusa d, se observa a relagao, Ar = dcos#l, portanto o potencial poderd
ser calculado por:

v, ~ kpcosf

)

r2
em que p = qd é o momento de dipolo, um vetor cuja direcao é sempre da
carga negativa para a positiva. Com este exemplo, é possivel concluir que
a fungdo potencial do dipolo decresce mais rapidamente (1/r2) do que o da
carga puntiforme, (1/r).

3.4.2 Potencial criado por Cargas Distribuidas

Para distribuigoes continuas de carga o somatoério pode ser generali-
zado para uma integral dos potenciais produzidos por cargas elementares da
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seguinte forma:
Vi) =k [ %4 (3.15)
P) = r :
onde a carga é distribuida em um volume, em uma superficie ou em uma
linha, definida pelo elemento infinitesimal de carga, dq, para cada tipo de

distribuicao da mesma forma que o foi para o estudo do campo elétrico:

pdV
dg=1< odS
Adl,

onde p, o e A, representam, respectivamente, as densidades, volumétrica, su-
perficial e linear da distribuicao continua de carga. Nestas notas, em geral, se
consideram distribui¢coes homogéneas em um dado dominio da fungao distri-
buicao de carga no qual a sua densidade é considerada constante.

Exemplo 3.2
Cdlculo da funcao potencial para um campo produzido por uma linha de carga,
em um ponto qualquer a uma distancia v da linha conforme mostra a Fig. B4.

Solugao

Considerando que o problema da linha de carga elétrica (fio condutor),
carregado com uma densidade de carga, A\, com dimensoes infinitas, conforme
a geometria mostrada na Fig. BH, o campo elétrico, produzido por esta
distribuicao de carga, ja é bem conhecido, parte-se da expressao desse campo,
que é radial, para o cédlculo do potencial elétrico.

A Fig. B@ nos ajudard a entender a solugdo, mostrando os vetores,
campo e deslocamento. A equagao B0 pode ser escrita, utilizando o campo
elétrico dado por E, = 2k\/r:

AV:—/Erdr:%)\/%.

A diferenca de potencial depende dos pontos inicial e final da integracao e
considerando o potencial de referéncia como nulo, de forma arbitraria, em
algum ponto r = R chega-se a:

T

)

R

AV:VT—VR:VT:WM/ﬁ:—WMlnr
r
R

V, = 2)\kin (%) .
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+ 00
Linha de carga

v

/ —pdrr_’.p/ R r

- 00

Figura 3.6: Geometria para o cédlculo do potencial em um ponto P qualquer,
criado por uma linha de carga infinita, ao lado fungao potencial,
solucao obtida neste problema.

E importante relembrar que o potencial criado pela linha de carga, ao contrario
do da carga pontual e do dipolo, nao pode ser considerado como nulo no in-
finito pois a linha de carga atinge o infinito.

Exemplo 3.3
Cdlculo da fungdo potencial criada por um anel de carga.

Solugao
Para a solucao deste problema utiliza-se a mesma geometria da Fig. TI4. O
potencial gerado por um elemento de carga dg, no ponto P é dado por:

dq

Como a distancia |77 — 7’| = b, é constante para todos os elementos de carga,
no anel, variando apenas a sua direcao, para referencia-la, pode-se utilizar os
parametros "/ = r e r’ = 2, respectivamente, o raio do anel e a distancia do
centro do anel ao ponto P. O potencial sera dado pela seguinte integral:

_k _kq_ q
Vp—b/dq— b —/{:(742_'_22)1/2

Para r << z,

Isso mostra que o anel, sendo um monopolo, tem o seu potencial calculado da
mesma forma como o de uma carga pontual, como se a carga do anel estivesse
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totalmente localizada no centro do anel.

Exemplo 3.4
Cdlculo da fungao potencial criada por um disco de carga, com raio R, em
um ponto P localizado a uma distancia z do centro do mesmo.

Solucao

Para um disco de raio R no qual uma carga q esta uniformemente distribuida
na sua superficie, utiliza-se como referéncia a mesma Fig. T4, onde o anel
limita a superficie do disco utilizando os mesmos parametros definidos no
exemplo anterior. Neste caso a distribuicao de carga é superficial e o ele-
mento de carga é dado por,

dq = odA = o27rdr,

na qual o raio  é definido no intervalo {0; R}. O mesmo potencial obtido no
exemplo do anel pode ser considerado como o potencial de um anel infinitesi-
mal, portanto,

B q B rdr
dVp = ki(rz T 271']{50'7(7.2 SIVER
O potencial produzido pelo disco seré a integral do potencial de cada anel no
intervalo {0; R},

R

R
Vp = /%m#’l;) = 2rko ‘./(Tﬂ R2)’O = 2nko(/(R2 1 22) — 2).

0

E importante que o leitor discuta, como nos exemplos anteriores, os limites
do valor do potencial para pontos longinquos e préximos ao disco de carga,
pois o resultado deve comprovar as mesmas propriedades do potencial criado
por um monopolo.

Exemplo 3.5

Cdlculo da fungdo potencial criada por uma casca esférica de carga uniforme-
mente distribuida na casca, considerando o potencial como nulo no infinito.
Solucgao

O problema da distribuicao esférica ja foi tratado no calculo do campo elétrico,
conforme a geometria mostrada na Fig. I chegando-se a solucao: E, =
kQ/r?, para r > R. Por outro lado, no interior da casca, o campo é nulo.
Como o potencial é puramente radial, para uma distribuicao esférica de carga,

pode-se utilizar o produto E-dl = E.dr, portanto a diferenca de potencial
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pode ser calculada como sendo:

AV/Erder/ng<i;>kf).

oo

Como o campo elétrico no interior da casca é nulo, dentro da casca a integral
do campo, AV, também o serd e o potencial serd constante:

kQ
Vi(r)=—.
(r) =5
F 3 F 3
A
EQr——- 46}
R3 152 R : 1A
|
[
R T R T

Figura 3.7: Comparacao entre o campo elétrico e potencial elétrico produzido
por uma casca esférica de carga.

3.5 Potencial em Condutores

O campo elétrico em qualquer ponto do interior de um condutor, em
equilibrio eletrostéatico, é sempre nulo; como consequéncia a diferenga de po-
tencial entre dois pontos quaisquer do condutor é sempre nula e se pode
concluir que o volume do condutor é equipotencial. Dessa maneira a superficie
externa também é equipotencial e as linhas de campo devem ser ortogonais a
mesma.

No exemplo da Fig. B mostra-se um corpo condutor elétrico com
uma forma qualquer com uma cavidade dentro na qual se encontra uma carga
puntiforme. O condutor estd completamente descarregado. Se observa que a
carga ¢ induz na superficie interna da cavidade uma carga —g que estabelece
o equilibrio com uma carga +¢ na superficie externa resultando em um campo
nulo no interior do condutor.

Aplicando a lei de Gauss as trés superficies gaussianas mostradas na
Fig. B, por linhas tracejadas, é possivel concluir pela existéncia de um campo
elétrico existente na cavidade que produz um fluxo igual a ¢/e,, idéntico ao
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fluxo existente na parte externa do corpo. A superficie gaussiana mais interna
contém a carga +¢q, portanto existe campo no interior da cavidade, devida a
carga puntiforme. Na segunda gaussiana, no interior do condutor, o fluxo é
nulo, pois a carga no seu interior ¢;,+ = ¢ —q = 0. Na gaussiana mais externa
o fluxo nao é nulo; portanto, também nao o é o campo, pois a carga no seu
interior vale ¢;n: = ¢ — ¢ + ¢ = q. Considerando dois pontos quaisquer no

Gaussianas
4

Figura 3.8: Condutor com uma cavidade contendo uma carga puntiforme,
mostrando o campo elétrico dentro da cavidade e fora do condu-
tor.

interior do condutor, em que existe equilibrio eletrostdtico, como o campo
elétrico em qualquer ponto é sempre nulo a diferenga de potencial entre esses
dois pontos sera:

2
Vo—Vi = f/E.df: 0. (3.16)
1

Como consequéncia, tomando qualquer caminho interno todos os pontos terao
0 mesmo potencial:

Vi = Vo = ....V,, = constante.

Dessa maneira verifica-se que o volume do condutor é equipotencial. o que
inclui a superficie externa que serd uma superficie equipotencial e dessa ma-
neira, como se verifica na figura B3R, as linhas de campo sdo ortogonais a
mesma.
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3.5.1 Contato entre Condutores e Efeito das Pontas

Considerando dois condutores de forma esférica, de raios r; e ry que
possuam cargas g1 e gz, como os mostrados na Fig. BU(a):

V

1

V.

2

(2)
(b)

Figura 3.9: Dois condutores esféricos de tamanho diferente (a) isolados um do
outro a potenciais diferentes; (b) ligados por um condutor muito
fino, igualando os potenciais das duas esferas.

Os potenciais na superficie de cada dos condutores sao:

Vl = @; V2 = @ (317)
1 T2
Se inicialmente as duas esferas carregadas se encontram a uma distancia entre
si d >> (r1 + r2), os potenciais acima nado serao perturbados.

Ao ligar as duas esferas por intermédio de um fio condutor muito fino,
que nao perturbe a distribuicao final de carga, como é mostrado na Fig.
Bd(b), pode-se dizer que a carga total se redistribui entre as duas esferas,
apresentando novas cargas que podem ser calculadas pela média dos potenciais
iniciais, ou seja o potencial da nova distribuicao sera:

kqj kgl
vty M (3.18)
T1 T2
Consequentemente,
!
=~ (3.19)
qa T2

Considerando que a distribuicao de carga produz diferentes densidades de
carga o1 e og,

¢ = o4mri, (3.20)
G = oodmr. (3.21)
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A relagao entre densidade de cargas podera entao ser dada por:

g1 T2

(3.22)
02 1

A consequéncia é que a densidade de carga é inversamente proporcional

ao raio da superficie condutora. Dessa maneira, considerando um corpo com
uma ponta, como o indicado na Fig. BTI:

Figura 3.10: Condutor com pontas esféricas, com raio diferente mostrando o
efeito de pontas, observado pela maior proximidade das linhas
equipotenciais na ponta de menor raio, o que indica o campo
elétrico mais intenso. O condutor é um volume equipotencial,
tal que (V3 > Vo > V).

o campo elétrico na regiao externa do condutor pode ser associado a
distribuicao de carga, portanto muito mais intenso na regiao da ponta de
menor raio do que nas outras regides. Dessa maneira, as superficies equipo-
tenciais serdo mais préximas umas das outras na regiao da ponta conforme se
pode observar na Fig. BI0.

Esse efeito, chamado efeito das pontas, é muito importante, espe-
cialmente, nos condutores que possuam pontas afiadas, mesmo que o valor
do seu potencial nao seja muito alto ja que o efeito estd diretamente ligado
a intensidade do campo na regiao da ponta e nao diretamente ao valor do
potencial na ponta.

3.5.2 Efeito Corona

Quando o campo elétrico em uma regiao do espaco é o suficientemente
intenso para arrancar elétrons de um metal, é possivel produzir o efeito corona.
Os elétrons arrancados do metal deslocam-se para o ar com velocidades altas
produzindo a ionizacao do mesmo, através de colistes, aumentando a energia
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dos dtomos. Os dtomos do meio como o ar, quando excitados, emitem radiagao
visivel.

Muitas das ocorréncias deste fenémeno, sao produzidas, naturalmente,
no meio ambiente, ou em instalagoes elétricas, quando os condutores apresen-
tam pontas (poder das pontas). Os marinheiros ao verem a luminosidade na
ponta dos mastros dos navios, chamaram o fenémeno, fogo de Santelmo.

O efeito corona também estd associado a ruptura dielétrica. No caso
dos condutores com pontas afiadas, devido ao efeito das pontas, o campo
elétrico é muito intenso e nesse caso é possivel ocorrer a formacao de faiscas,
em consequéncia da ruptura do dielétrico. O principio deste efeito pode ser es-
tudado com um experimento como o da Fig. 3.11. Quando um campo elétrico
atinge 3 x 10° V/m, & temperatura ambiente, o efeito de ruptura, dielétrica
pode ser ampliado com a formacao em cascata de elétrons de ionizacao até
ocorrer a ruptura catastréfica do ar produzindo uma faisca, como a indicada
nas descarga atmosféricas que levam a designacao de raios. Uma utilizacao
pratica do efeito corona é a que ocorre na formacao de faisca nas velas do
automével .

ICOI'.()& Particulas do ar ionizadas
uminosa ™ @ = ® / \ ® e
Eletrodo @, ® @_. [} ®_’ @—»‘ Eletrodo coletor
—— S R o e
- S

Particulas neutras |

L -

Figura 3.11: Principio de producao do efeito corona, mostrando o halo lumi-
noso entorno da ponta, gerado pelo ar ionizado.

3.6 Calculo de E a partir de V

Utilizando a descricao cartesiana do campo elétrico e do deslocamento
pode-se mostrar, de forma simplifichda, como se determina o campo a partir
da fungao potencial. Considerando que o campo elétrico e o deslocamento sao
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dados pelos vetores

E = E,i+ EyjI:]zL—i— Lk, (3.23)
ds = dai + dyj + dzk, (3.24)

o potencial é o produto escalar desses dois vetores:

dV = —E - d§ = —E,dx — E,dy — E.dz. (3.25)
Em geral, a funcao potencial é dependente das trés coordenadas cartesianas,
portanto, I
1% ov ov
dV = —dx + ——dy + ——dz, (3.26)

or y 0z

consequentemente, o campo elétrico pode ser calculado em termos das deri-
vadas parciais do potencial,

W, e Vi (3.27)
Ox dy 0z

Essa operagao de derivacao Eq. 3.27, que é também denominada de gradiente
do potencial, E = —gradV, mostra que o campo elétrico aponta na diregao
de maior decréscimo da funcao potencial. E importante observar esta relagao
entre o campo e o potencihna figura 3.10 onde o gradiente do potencial é
mais intenso na ponta.

Exemplo 3.6
Potencial de uma placa plana condutora com carga elétrica.

Solucgao
A carga em um condutor distribui-se uniformemente sobre a superficie da
placa, mas como a mesma possui duas superficies externas a carga se distri-
bui uniformemente sobre as duas, como mostra a Fig. 3.12. A densidade de
carga superficial o é constante e o campo no interior da placa é nulo. O po-
tencial entre as duas superficies, serd constante mas nao nulo. Externamente,
como campo elétrico é constante, commoja foi demonstrado no exemplo 2.3,
o potencial deve variar linearmente ji que o campo elétrico é o gradiente da
funcdo potencial. Neste caso, considerando a dire¢do x normal ao plano de
carga, o campo elétrico sera

B dav

T de

Partindo da definicao da densidade de carga, considerando que a carga estd
distribuida nos dois lados do condutor com uma densidade o e utilizando
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campo obtido no exemplo 2.3, dado por:
E = 2rkoi
é possivel calcular o potencial, integrando o elemento
dV = —E - (dzi) = —2rkodz,

da seguinte forma:
Ve = 7/ 2rnkodx =V, — 2nkox,

na qual, a constante V, é o valor do potencial em z = 0.

— E4 4 |
' |

| E=-2W®ko

=0

+

+

E=-2®koc

-k

Figura 3.12: Potencial e campo elétrico produzido por uma placa infinita
condutora com carga elétrica uniformemente distribuida.

Como mostra o grafico da Fig. 3.12, o potencial, V — —oo para z — co.
Na direcao negativa, o potencial também tende ao mesmo valor. Podendo-se
concluir que o potencial serd nulo na posicao x =V, /(2ko).

Exemplo 3.7
Cdlculo do campo elétrico, conhecida a funcao analitica do potencial.

Solugao

A figura 3.13 mostra uma fung@o simples de potenciais lineares em
funcao do eixo x, constantes ou de inclinacao constante, portanto o seu gra-
diente, em cada regiao, ou serd nulo ou constante, conforme mostra o campo
elétrico na mesma figura, em escala arbitraria.

De forma genérica, representa-se nesse caso o potencial em cada regiao
por uma func¢ao do tipo

V, =a+ bz,
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14

=y

=

Figura 3.13: Calculo do campo elétrico a partir da funcao potencial, mostrado
de forma grafica.

portanto o campo elétrico serd obtido calculando-se o gradiente do potencial
de cada uma das fungoes, que neste problema serd o coeficiente angular das
retas, em cada regiao:

av.

doe

No caso de fungoes obtidas experimentalmente, sem uma funcao algébrica

conhecida, o gradiente sera calculado por métodos numéricos, podendo-se di-
zer que esta é uma &drea de grande interesse pela qualidade cédlculo computa-
cional envolvido.

E, = —b.

3.7 Forma Diferencial da Lei de Gauss

Para explorar as relagoes matematicas que regem os campos de forga
utilizam-se trés diferentes tipos de integracao; para as grandezas vetoriais, a
integral de linha e de superficie e para fungoes escalares a integral de volume.

A integral de linha do campo elétrico representa o trabalho por unidade
de carga e esta relacionada com o conceito de potencial elétrico,

W:/wal:—AV (3.28)
b

Para as forcas, como as elétricas e gravitacionais, as integrais de linha
resultam independentes da trajetéria de integracao, por serem forcas conser-
vativas. A integral de superficie foi utilizada na lei de Gauss na sua forma
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chamada integral

Lo :
jq{E cdA=— [ pdv= q;"t. (3.29)

No caso das integrais de volume de um campo escalar, utilizou-se o
potencial elétrico. A integral de volume do potencial tem uma importancia
muito grande, pois a sua relacdo com a integral de superficie e de linha de
campos vetoriais (%emas de Stokes e de Gauss) permite obter interessantes
relacoes da eletric e

Pelo Teorema de Stokes, pode-se relacionar a integral de linha com a
Eegral de superficie através da seguinte relacao:

]{E di /(ﬁx E)dA. (3.30)

Pelo teorema de Gauss, relaciona-se a integral de superficie com a integral de

volume resultando em:
?{E-dﬁ = /(ﬁ E)dv (3.31)

S v

A expressao do teorema de Stokes pode ser apresentada em termos do gra-
diente do potencial VV portanto:

f Bdi— / (V x B)dA = / (¥ x VV)dA, (3.32)

Como VxVV = 0, o campo elétrico deve ser caracterizado por ter o rotacional
nulo, rotE = 0. Um campo conservativo é sempre irrotacional portanto, nos
exemplos da Fig. 2.12 os casos (c) e (d), apesar de apresentarem divergéncia,
nao representam um campo elétrico pela existéncia de rotacional. A Fig.
3.3 nos mostra alguns dos exemplos mais conhecidos de campo elétrico, cuja
caracteristica é serem irrotacionais.

Na Lei de Gauss pode-se representar o fluxo elétrico em termos do
divergente do campo da seguinte forma:

/(6 - E)dv = — /(6 SVV)dvo = 1 pdv. (3.33)

v v v

Os dois integrandos, no volume, sao idénticos resultando na Equacao de Pois-
son escrita em funcao do potencial e do operador Laplaciano,
_r

€0

V-E=-VV (3.34)

© Claudio Graga 79



Capitulo 3 Eletromagnetismo

A equagao de Poisson permite estudar os sistemas mais complexos desde que
conhecidas as condigoes de fronteira.

No caso da inexisténcia de cargas num dado espago tanto o divergente
do campo como o laplaciano do potencial serao nulos resultando na equagao
de Laplace:

V2V =0, para p(r) = 0. (3.35)

A equacao de Laplace pode nos levar a analisar alguns fatos interessantes
como, por exemplo, o caso de uma regiao unidimensional, onde nao existam
cargas:

o?V B

Ox2 ’
ou seja, em uma regiao sem cargas elétricas a fungao potencial nao poderd ter
nem maximos nem minimos o que nos permite interpretar alguns problemas
simples de equilibrio eletrostatico.

Esta secao é apenas introdutoria ao tema das equagoes da eletrostatica

na forma diferencial, mas pela sua beleza e simplicidade deve motivar o leitor
a ir aos textos classicos de eletromagnetismo, indicados na bibliografia.

Exemplo 3.8
Aplicar a lei de Gauss na sua forma diferencial, ou seja a equagdo de Poisson,
ao caso da distribuicdo de carga pontual.

Solucao
Para o campo elétrico, produzido por uma carta pontual, utiliza-se a Lei de

Coulomb na sua forma vetorial,

E:kq

Lol Su

A equagao de Poisson, aplicada a este campo, deve mostrar que o di-
vergente do campo s6 nao é nulo na origem, do sistema de referéncia, ou seja,
divE =0 para r # 0. Para verificar este fato, utiliza-se o a forma cartesiana
do divergente. Representando o vetor posicao na forma cartesiana

r=xi+yj+ 2k,
e derivando o campo na diregao x,

8Ex:kq8($):kq(1_3x0r);

Ox oz r3 r3  rtox
como
or «x
oxr r’
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0B, _, (1 3
8x_q r3 ro )

Como conseqiiéncia, a derivacao do campo para as trés diregoes cartesianas
resulta em:

> - 0E, OE, 0E. 30 3 +yi+2Y)\
VBt dy s _kq<r3_r5 =0

- =
Ou seja, V . E= 0 para r # 0 e o campo devido a uma carga puntiforme sé
podera ter divergente na posicao da carga.

3.8 Expansao Multipolar

Neste capitulo consideraram-se varias distribuigoes de carga especificas
que incluem problemas de monopolo e dipolo, agora vamos estudar de forma
genérica, como a distribuicdo de carga em um volume ou superficie genérica
pode resultar em diferentes ordens de polaridade.

Quando se considera que a carga elétrica é distribuida em um volume
genérico, mag—em um espago limitado, que nao se estenda ao infinito, o po-
tencial gerado por essa distribuicao em um ponto P qualquer do espago é
calculado a partir da expressao genérica da lei de Coulomb:

Vi) = — / dq__ (3.36)

- 47e, ‘77/—7‘”|

-

Os vetores posicao 7 7/ ', sdo os mesmos definidos na Fig. 1.10. A posicao
do ponto P em relagao ao elemento de carga dq é dada por:

|r — | = (1% + 1" — 21" cosO)] 1/ ;
7 ! 1/2
= 7|1+ (7>2 - 2(7)0059 : (3.37)
/i
portanto podemos, escreve-la na forma de um binémio:
77— 7| = 7' (1 4 €)'/2, (3.38)
na qual
TN 5 11
€= (?) - (7)0059 (3.39)
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Como € é muito pequeno, podemioshplicar a expansao binomial ao fator da
integral Eq. 3.36 que pode ser escrito como:

L= (e (50

1 1 3 5 .
— — (1= 22 Y3 .
= ( 2° T3 T 16° )
Substituindo na expansao binomial, o valor de e, abrindo-se as poténcias e
limitando-se os termos até terceira ordem:
1 1 r 1
= {1+( )6089+2(T

|r —r”\ ’ r’

|r? — 7|

1"

)2 [300329 — 1] (3.41)
1 7
+ §(7)3 [500539 — 30059] + }

Substituindo este fator na expressao geral do potencial Eq. 3.36,

1 dq
B I — 1| 42
V(r) dme, | =] (3.42)
1 1 ' 17" 5
= T /dq; {[1] + (7)[0059] 5(?) [3008 0 — 1]
+ 1(7;”)3 [500539 - 30056] +
2 ,r./ ves

As fungoes entre chaves da Eq. 3.42 correspondem a solucao da equacgao de
Laplace e sao denominadas polinéomios de Legendre. O potencial exato em
qualquer ponto contém um numero infinito desses polindmios que correspon-
dem a ordem de polaridade. Na soma dos termos presentes na Eq. 3.42,
apresentamos somente os primeiros quatro termos:

a) Monopolo

1 1 1
Vilr) = o / ot = - 5. (3.43)
Neste caso temos o potencial de uma carga localizada na origem do
sistema de referéncia, utilizada para o calculo do potencial de uma dis-
tribuicao de cargas, uniformemente distribuida com simetria esférica. A
carga total ¢ também pode ser denominada de momento de monopolo,
com um potencial dado por:

b) Dipolo
1 pcosf

dg( 0 ) 3.44
Va(r) 47T€0/ a5 JNeost] = 4dme, 12 ( )
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O segundo termo ou de dipolo, no qual o momento de dipolo é obtido a
partir de: p = [r"dg.

¢) Quadrupolo

W)= e [5G Beosto -1 ay
s\” " dre, 9 2 ! cos ’ ’
d) Octopolo
) P —
! 11" o
Valr) = pr /dq(P)i(F) [5005 0—30059] . (3.46)

Cada um dos termos entre chaves correspondem aos polinomios de Legendre
advindos da solucao da Eq. de Laplace em coordenadas esféricas. Para uma
distribuicao qualquer de carga a contribuicao predominante é do termo de
monopolo, correspondente a carga total localizada na origem. Os termos
seguintes dependem da distribuicao espacial de carga. Quando a carga total
é nula temos a possibilidade de dominacao do termo de dipolo. Quando a
carga e o momento de dipolo sao nulos temos a dominagao do momento de
quadrupolo e assim por diante.

Em termos da interagao pode-se dizer que a forca mais forte corres-
ponde a interacao entre monopolos; enquanto que a interacao entre dipolos
é uma interacao mais fraca. Como exemplo temos a interacao de monopolos
como caracteristica das ligacGes ibnicas enquanto que a interacao fraca ou
dipolar é caracteristica das forgas de Van der Walls.

Dessa forma poderemos escrever a expressao geral para o potencial
como uma soma infinita desses polinémios, P;(cosf):

oo

V(r) = é > (T/)%dq(r“)lpl(cose). (3.47)

A expressao na Eq. 3.47 fornece o valor exato do potencial para qualquer
distribuigao limitada de carga, onde cada termo é uma poténcia da fungao 1/r,
cujo expoente nos indica a ordem de representagao polinomial da expansao.

3.9 Aplicagoes Cjentificas e Tecnoldgicas

Durante muito tempo, a utilizagdo da eletrostética se restringiu a ex-
perimentos de demonstracao ou mesmo curiosidades para serem apresenta-
das no circo; mas, hoje em dia, além das aplicagoes tecnolégicas ja estabe-
lecidas, como a precipitacao eletrostatica de poeiras ou filtros eletrostaticos,
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as maquinas copiadoras e impressoras, a combinagao da eletrostatica com a
Mecéanica Quantica estd se tornando uma ciéncia aplicada que pode ser deno-
minada Engenharia Quéntica e ja permitiu a criacao do microscépio iénico de
campo o FET e, hoje, se lanca na producao de novas moléculas, e produtos
em escala nano de aplicacao tanto na ciéncia dos materiais como na biologia
e muitas outras dreas.

3.9.1 Microscépio I6nico de Campo

O efeito de pontas, quando a ponta chegar a dimensoes atomicas, per-
mite a construgao de um microscépio capaz de produzir imagens atomicas da
estrutura cristalina dos dtomos. A ponta extremamente fina de dimensoes
atomicas é produzida por uma técnica de eletro-erosao, mergulhando um
condutor dentro de um eletrélito, produzindo pontas de até 200 nm. O mi-
croscopio de campo idnico permite a visualizagao de atomos utilizando um
campo elétrico que acelera ions para uma tela fluorescente onde eles podem
ser ampliados. O microscépio de campo i6nico (FIM) foi inventado por Erwin
E. Mueller em 1951 Na Universidade do Estado da Pennsylvania, USA!. O
esquema mostrado na Fig. 3.14 mostra que a imagem do espécime é formada
em uma placa multiplicadora de elétrons e em uma placa florescente, colocada
a aproximadamente 50mm da ponta do espécime. A imagem s6 pode ser vista
quando a ponta estd no vacuo utilizando-se um ambiente de gas como o neon,
hélio, hidrogénio ou mesmo argonio. Na mesma. figura, observa-se a_imagem
da ponta, mostrando a estrutura atémica.

3.9.2 Transistor de Efeito de Campo

O transistor de efeito de campo(FET) tem aplicacdo em quase todos
os equipamentos eletronicos, portateis de hoje, como os telefones celulares,
relégios, notebooks etc. O funcionamento deste transistor pode ser explicado
em termos de potencial. Na Fig. 3.15 se observa o esquema de um FET,
ele é formado por uma tira de semicﬁutor no qual se estabelece um campo
elétrico. As duas extremidades sao chamados de fonte e dreno, entre as quais
existe uma diferenga de potencial Vy — V. A corrente percorre o chamado ca-
nal, dos extremos da fonte para o dreno, com um eletrodo ou gate controlando
essa corrente. O diametro fisico do canal é constante, mas o seu didmetro es-
pecifico para transporte de corrente é controlado por esse eletrodo ou gate.
A condutividade do FET depende em qualquer instante do diametro do ca-
nal. Uma pequena variagao da tensao da porta pode causar variacao efetiva
do diametro elétrico do canal, que leva a uma grande variagao da corrente.
Dessa maneira, o transistor FET pode amplificar o sinal.

Ihttp://wuw.nims.go.jp/apfim/FEM.html
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15;15'10 Placa multiplicadora de elétrons
1onizado ;Tela fluorescente

Imagem atdmica do espécime

Figura 3.14: Diagrama esquemético do Microscépio Ionico de Campo (FIM),
mostrando a imagem atomica da superficie de uma ponta do
espécime metélico. Fonte: http://www.nims.go.jp/apfim/
fim.html.

3.9.3 Precipitadores Eletrostaticos

A precipitagao eletrostédtica é uma das ﬁeiras aplicagoes tecnolédgicas
de sucesso para a eletrostatica. Os primeiros precipitadores eram de um
simples estdgio, como estd mostrado na Fig. 3.16(a) na qual o gds com poeira
atravessava um campo elétrico entre a tubulagdo condutora e um eletrodo
muito fino centra capaz de criar um campo elétrico muito intenso.

A ionizagao do gés, por efeito corona, eletriza as particulas de poeira
que aderem as paredes externas, formando cascas. A vibracdo da tubulacao
faz com que essas cascas de poeira caiam no fundo do cdlefdr. No caso do
precipitador de dois estdgios como estd mostrado na Fig. 3.16(b) existe uma
secao na qual o gas com poeira passa entre eletrodos de pequeno diametro,
a alta tensao. Nesta regiao, ions produzidos por descarga corona, carregam
as particulas de poeira. Algumas particulas se depositam diretamente no
eletrodo terra, mas como em geral a velocidade do gas é muito grande, as
particulas passam para a secao na qual sao coletadas. Esta secao consiste
em um conjunto de eletrodos de alta tensao e terra, que produzem uma forca
transversal ao movimento, fazendo com que as mesmas seja atraidas por placas
intercaladas. A eficiéncia da limpeza do gés depende do comprimento desta
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Semicondutor Ndutor
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Figura 3.15: Transistor de efeito de campo, (FET), mantendo uma diferenca
de potencial entre a fonte e o dreno, V3, em uma tira de se-
micondutor. A porta ou gate é um condutor cujo potencial,Vy,
controla o campo entre a fonte e o dreno FE,4, anulando-o na
fonte e reforcando-o no dreno.

secao, permitindo que mesmo particulas de 1 um sejam capturadas.

HV

Placas coletoras

Isolador de poeira
eletrodos
HV v

Condutor
HV

« Cascas de Eletrodos_
poeira terra
aderida 5

Entrada
de gas
com po€ira
em suspensio

Aterramento
(@) (b)

Figura 3.16: Diagrama esquemético da precipitacio eletrostédtica, (a) um
tnico estagio; (b) sistema de dois estagios.

3.10 Questoes, exercicios e problemas

1. Obtenha o valor da energia potencial entre duas cargas, elementares e,
uma positiva e outra negativa colocadas a uma distancia de 1071° m
uma da outra o que corresponde a escala atomica.

2. Calcule a energia necessaria para ionizar o dtomo de hidrogénio, consi-
derando que o raio de Bohr é de 5,29 x 10~ ''m.
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10.

11.

12.

Uma carga elétrica e, positiva é liberada com energia cinética nula, em
um campo elétrico, deslocando-se de uma superficie equipotencial de
10 V para outra de —3 V. Qual a energia fornecida para realizar esta
operagao? Esta operagao se realiza espontaneamente, ou é necessario
utilizar uma forca externa? Explique.

. Em um tubo de televisao necessita-se que os elétrons adquiram uma

energia cinética de 30 keV. Qual deve ser a diferenga de potencial
utilizada no canhao eletronico do tubo capaz de acelerar os elétrons a
essa energia? Qual a velocidade dos elétrons ao atingir essa energia
cinética?

Calcule o potencial elétrico gerado por trés cargas elétricas negativas e
iguais a 1nC', colocadas nos vértices de um triangulo equildtero de lado

igual a 10 ¢m, no ponto central do triangulo.
—/

Utilizando a mesma geometria do problema anterior; desenhe as linhas
de campo elétrico e equipotenciais.

Discuta os valores limites do potencial produzidos para pontos muito
préximos e longinquos de um disco de carga, partindo da expressao
obtida no exemplo 3.4.

Obtenha a expressdo para o potencial V(r), gerado por uma carga @
colocada no centro de uma casca esférica condutora de raio R. Compare
graficamente a funcao potencial com o campo elétrico dentro e fora da
casca.

Explique como o efeito das pontas é o fundamento de funcionamento
nos para-raios?

Desenhe as superficies equipotenciais relativas as seguintes distribuicoes
de carga: linear, plana e esférica.

Obtenha o valor do campo elétrico e represente o resultado de forma
grafica, em escala, relativo a fungao potencial apresentada na Fig. 3.13,
utilizando os seguintes valores, Vi = 10 wvolts; Vo = —6 wolts; a =
10 em, b=15cm; ¢ =16 cm.

Justifique, em termos do conceito de potencial elétrico, porque é ne-
cessario fazer o aterramento do pulso, utilizando uma pulseira ligada
ao fio terra, quando for necessirio retirar as memérias, ou mesmo o
processador de um computador, especialmente em dias secos.
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13. No espaco livre, sem cargas elétricas o campo elétrico nao pode ser di-
vergente, conforme mostrou-se no exemplo 3.8 analise da mesma forma,
essa conclusao, utilizando a equagao de Poisson.

14. Calcule a carga que pode ser armazenada na superficie esférica de um
gerador de Van der Graaff que possui um raio de 10cm, considerando
que a ruptura dielétrica do ar ocorre com um campo de 3 kV/mm.
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cAPITULO 4

Capacitores e Energia Eletrostatica

Michael Faraday considerado o maior fisico experimental de todos os
tempos, introduziu os conceitos de campo elétrico, descobriu a inducao eletro-
magnética e o diamagnetismo. E inacreditdvel o nimero de seus experimentos
de eletromagnetismo publicados entre 1751 e 1753, sendo famosos os seus es-
tudos da descarga elétrica utilizando pandorgas...

4.1 Capacitores e Capacitancia

Dois corpos condutores quaisquer, separados por um isolante, formam
um capacitor, cuja caracteristica fisica é a sua capacitancia, ou propriedade
de armazenar carga eficientemente. Na Fig. BT, mostram-se exemplos de
corpos capazes de armazenar carga. Embora os capacitores comerciais tenham
formas externas diversas, em geral cilindricos e planas, a sua representagao é
feita por duas placas paralelas conforme a Fig. B2 representativa de qualquer
capacitor. Nessa figura observa-se que a forma do campo elétrico gerado entre
as placas é a razao da eficiéncia de armazenar cargas, pois quanto mais longas
as placas e menor a distancia entre as mesmas melhor o confinamento do
campo evitando-se a dispersao das linhas.

A caracteristica fisica, que define o armazenamento de carga é a ca-
pacitancia C, definida como sendo a razao entre a carga e a diferenca de
potencial que se estabelece entre as placas do capacitor, isto é:

Q
= - (4.1)
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(a) (b) ) (e)

(c) (d

Figura 4.1: Diferentes formas de condutores, capazes de armazenar carga:
(a) dois condutores paralelos separados por um isolante elétrico,
(b)cabo coaxial, formado por dois condutores concéntricos separa-
dos por isolante, (c) capacitor formado de duas placas condutoras
concéntricas, cilindricas ou esféricas, separadas por um isolante,
(d) dois condutores de forma qualquer separados por um isolante,
(e) um condutor isolado, de qualquer forma, também possui uma
capacitancia.

A unidade do SI para a capacitancia é o farad (F),

1 coulomb

1 farad =
fara 1 volt

Um dispositivo que possua uma capacitancia de 1 farad resulta no ar-
mazenamento de em uma quantidade muito elevada de carga, por isso adotam-
se especialmente os submuiltiplos, o mF, o uF', o nF' e o pF. Os capacitores
sao componentes indispensdveis na construgao de circuitos elétricos , como
por exemplo nos radios e demais aparelhos domésticos. Os capacitores sao
utilizados em todas as areas da ciéncia e da tecnologia mas deve-se destacar
0 seu uso mais recente como fontes de energia, tanto em aparelhos de som de
alta poténcia como em instrumentos miniaturizados.

4.2 Calculo da Capacitancia

Para o cédlculo da capacitancia C necessita-se de dois ingredientes, o va-
lor da carga armazenada e a diferenca de potencial existente entre as placas.
Lembrando que uma dada distribuicao de carga, dependendo da geometria
das placas, produz um campo elétrico cujo valor pode ser determinado utili-
zando a lei de Gauss que permite a obtengdo do potencial elétrico. A seguir
damos trés exemplos de cédlculo da capacitancia, para trés diferentes geome-
trias: plana, esférica e cilindrica.
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Exemplo 4.1

Capacitor de Placas Planas

Solucao

Um capacitor de placas planas é caracterizado pela drea A das placas pela
distancia d entre elas e pela densidade de carga superficial o. A carga em
cada uma das placas é calculada por

Q=0A.

A funcao campo elétrico, para o caso real de um capacitor finito, como mostra
a Fig. B2(a), é muito complexa, especialmente o efeito de pontas, por isso
neste exemplo se utilizard uma versao simplificada, considerando que as placas
possuem &rea infinita, como nos mostra a Fig. E2(b). O campo elétrico, F,
pode ser obtido a partir da aplicagao da lei de Gauss cuja geometria se escolheu
como sendo simétrica as placas do capacitor, conforme mostra a Fig. B32(b),
representada pela linha tracejada, como gaussiana, contendo a carga positiva.

Figura 4.2: Capacitor de Placas Planas: (a) mostrando o campo elétrico de
dimensoes finitas (campo real); (b) Campo elétrico homogéneo,
desprezando o efeito das pontas, ou seja, considerando o capacitor
de dimensao infinita, o com d muito pequeno. Neste modelo se
aplica a lei de Gauss, utilizando a Gaussiana, abcd.

Para a aplicacao da lei de Gauss, calcula-se, primeiro o fluxo do campo
elétrico, utilizando essa superficie gaussiana que contém uma das placas.

b c d a
o= B-dd= [ Bads [ Beads [ Boad [ Bai-pa
A a b c d
Considerando que nos lados (a — b) e (¢ — d), o vetor dA é normal &

gaussiana e portanto normal ao campo, e que no lado (b—c) o campo elétrico é
nulo, resta s6 o fluxo através do lado (d—a), na qual o campo é paralelo a dA.
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Aplicando a lei de Gauss, considerando que a carga no interior da gaussiana
é a carga da placa positiva,

resulta o campo elétrico

A diferenca de potencial entre as placas é igual ao trabalho por unidade de
carga:

V+—V,:—/ E-dl = —Fd.
+

Substituindo o valor do campo, resulta

od
Vi-V_=——,
€o
e a capacitancia serd entao
o=@ _cd
Vi-V_ d

Isso mostra que a capacitancia depende apenas das caracteristicas construti-
vas do capacitor, ou seja, area das placas, distancia entre elas e permissividade
elétrica do isolante, que neste caso é o vacuo.

Exemplo 4.2
Capacitor Esférico.

Solugao:
O campo elétrico, produzido no interior de uma capacitor esférico, pode ser
calculado pela lei de Gauss, como j4 foi feito em exemplos anteriores, resul-
tando em:

kQ

Ao longo do percurso radial de r = a até » = b, o campo é paralelo a dA
portanto a diferenga de potencial entre as placas é dada por:

b 1 1
Vi—Vo=|[ EBdr=kQ|=-—-=],
a a b

e a capacitancia serd dada por:

ab

C:m.
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Da mesma forma que no exemplo de placas planas, a capacitancia é fungao
das dimensoes.

Uma extensao deste exemplo é o cdlculo da capacitancia de uma esfera
condutora isolada, com raio a, pois apesar de nao ser um capacitor, a sua
utilizagao é muito grande e é necessario entender a relacao entre o campo
elétrico, o potencial e a carga contida em um corpo condutor de forma esférica.

Gaussiana -0
b Como o potencial da superficie de
uma esfera carregada é dada por,
kQ
+] - V=—,

a

l pode-se calcular a capacitancia ob-

tendo o limite da capacitancia, do
capacitor esférico, quando b — oo,

Figura 4.3: Capacitor esférico, com portanto a capacitancia da esfera
uma gaussiana envolvendo a carga sera, a
da placa positiva. C= 7= 4dre,a.

De forma genérica, pode dizer que um condutor de raio R, possui uma
capacitancia:
C =4re,R

Exemplo 4.3
Capacitor Clilindrico.

Solucgao: ;
Gaussiana

O capacitor cilindrico é formado
por duas superficies cilindricas A FE__x 2N
coaxiais de raios a e b, de com-
primento L contendo cargas, +@
e —@. O fluxo do campo elétrico  \VW 4 f XY
entre as superficies cilindricas, e

obtido pela lei de Gauss vale — ]

j’{ E - dA = Ankgn:.

Figura 4.4: Capacitor cilindrico,
com a gaussiana envolvendo a carga
da placa positiva.
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Integrando,
E2nrL = 47kQ,
resulta no campo elétrico
2kQ
- Lr’

A diferenca de potencial entre as duas placas serd entao dado pela integral do
campo entre a placa positiva e negativa,
2kQ / B 2kQ

Vy -V In(= ),

a

que resulta no valor da capacitancia,

L
 2kin(%)’

4.3 Enmnergia no Campo Elétrico

Os capacitores sao dispositivos eficientes para armazenar energia no seu
campo elétrico. Quando se carrega um capacitor, da placa positiva se trans-
ferem elétrons para a placa negativa, realiza-se um trabalho que ficard arma-
zenado no capacitor sob a forma de energia potencial eletrostatica. Conside-
rando que, em um dado instante, se transfere uma carga dq, exatamente no
momento em que a diferenga de potencial é AV entre as placas, a variacao
da energia potencial sera

dU = AVdq = %dq. (4.2)

Quando a carga varia de zero a (), a energia potencial adquirida sera

:/dU:/Odingé. (4.3)

Devido a relagao entre carga, capacitancia e potencial chega-se a expressao
da energia potencial

Q2 QAV CAV2
20 2 2

Utilizando a expressao da capacitancia, de um capacitor de placas planas,
pode-se obter a expressao da energia eletrostatica em fungao do campo elétrico,
j& que o campo nesse capacitor esté relacionado com a diferenca de potencial
da seguinte forma

U=

(4.4)

AV = Ed,
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portanto,
CAV?  ¢,A £, F?
U= = 2 (BEd)* = ==—(Ad). 4.5
S = S (Bd)? = 22 (Ad) (45)
Como o valor (Ad) é o volume, entre as placas, que contém a energia ar-
mazenada sob a forma eletrostatica, pode-se definir a densidade de energia

como,

e, E?
U = B . (46)

O resultado nos mostra que a densidade de energia no campo elétrico é pro-
porcional ao quadrado do campo elétrico.

Esta expressao, apesar de ter sido obtida para o capacitor de placas
planas, é absolutamente geral e podera ser obtida, da mesma maneira, tanto
para outros capacitores como para qualquer outro dispositivo onde exista
campo elétrico no seu espaco.

4.4 Capacitores em Série e em Paralelo

A associacao de capacitores, em série ou em paralelo, tem vérios obje-
tivos praticos; o primeiro e mais simples é o de obter capacitancias que nao
se encontram em capacitores comerciais a partir de capacitores comerciais.
Existem outras utilidades, sendo muito interessante a construgao de fontes de
alta tensao a partir da associacao de capacitores como o gerador Marx, que
se descreve ao final deste capitulo, nas aplicagoes tecnoldgicas e cientificas.

4.4.1 Capacitores em Série

Considerando uma associacao de trés capacitores, como a da Fig. B3(a),
pode-se observar que a caracteristica desta associagao é a carga idéntica em
todas as placas dos capacitores. Portanto,

Q=Q1=0Q2=@Q3 (4.7)

A diferenca de potencial da associagao ¢ igual a soma dos potenciais de
cada capacitor, portanto,

11 1
V:V1+V2+V},:CQ1 C%JrC%:Q(—+—+—). (4.8)

Portanto, a capacitancia equivalente C¢, serd definida por,

Q 1 1 1
Cog
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— @ y e— L
A L s mJ- Czj_ csl
[T [ Y I3 L1 |
to-0 +0-Q +Q-0
@® ®)

Figura 4.5: Associagdo de capacitores, (a) em série, (b) em paralelo.

A capacitancia equivalente serd entdo dada por

C1CyCs

Co= it oy

(4.10)

Para uma associagao de n capacitores em série, a capacitancia equivalente
sera dada por

HT‘L:I Ci
Coy = =212 (4.11)
! Zi:lCi

4.4.2 Capacitores em Paralelo
A caracteristica do circuito de capacitores, em paralelo na Fig. EA(b),
nos mostra que o potencial V' é idéntico para todos os capacitores, ficando
neste caso a carga diferente para cada capacitor, portanto a carga total sera:
Q=0Q1+Q:+ Q3 201V+02V+C3V=V(01+02+03) (412)
Portanto a capacitancia equivalente da associagao pode ser calculada por
Q = Cqu = V(Cl + Cy + Cg), (413)
e a capacitancia equivalente da associagao em paralelo resulta em

Ceq =C1+Cy + Cs. (4.14)

Para uma associagado de n capacitores em paralelo, pode-se definir a capa-
citancia equivalente:

Ceq = Z Ci- (415)
i=1
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4.5 Capacitores com Dielétrico

Os capacitores podem utilizar entre as suas placas, além do vacuo,
um material dielétrico. Dessa maneira a capacitdncia aumentarda por um
fator k, caracteristico do material, sempre com valor maior do que a unidade.
Na tabela BT, encontra-se a constante dielétrica, juntamente com a rigidez
dielétrica para varios materiais, de interesse pratico. A constante dielétrica
pode ser definida a partir da relacao entre o campo elétrico no vacuo, e o
campo elétrico no material considerado:

k=2 (4.16)

Dando como exemplo o capacitor de placas planas, pode-se escrever a relagao
para os potenciais:

Vi E, V,
EFE=—=—=—. 4.17
d K Kkd ( )
Portanto com 0 0
C===kKr— 4.18
= rp (418)
pode-se encontrar a capacitancia para o capacitor com dielétrico,
ke, A €A
C=kC,= = —, 4.19

em que permissividade do dielétrico é definida por:
€ = Kéo.

A escolha da espessura de dielétrico depende de dois critérios, o primeiro é

Tabela 4.1: Constante Dielétrica e Rigidez Dielétrica de varios materiais.

Material Constante Dielétrica Rigidez Dielétrica
K Eran (EV/mm)
Ar 1,00059 3-4
Mica 49 24
Oleo isolante 2,24 12
Papel 3,7 12
Acrilico 3.4 40
Vidro pirex 5,6 14
Porcelana 7 5,7

definido pela espessura minima fungao da diferenca de potencial méaxima de
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trabalho do capacitor. Nesta etapa a definicao serd feita utilizando-se a tabela
de rigidez dielétrica. O segundo critério define a espessura, pelo célculo da
capacitancia necesséria, utilizando-se a Eq. B9 e levando em consideragao,
também como limitante a espessura obtida pelo critério da rigidez dielétrica.

4.5.1 Propriedades dos Dielétricos

Qualquer substancia que nao seja condutora pode ser chamada dielétrica,
portanto sao substancias que nao possuem elétrons livres. As moléculas destes
materiais podem ser apolares, nos quais os orbitais eletrénicos possuem o
mesmo centro dos nicleos positivos, ou polares, que possuem momento di-
polar elétrico. O campo elétrico externo polariza as moléculas apolares no
sentido oposto ao campo e consequentemente tanto moléculas apolares como
polares se orientam quando colocadas em uma regiao de campo elétrico, so-
frendo o processo de polarizacdo. A polarizacdo produz entdo um grande
dipolo, somatério de todos os dipolos atomicos ou moleculares capaz de re-
duzir o campo elétrico. Quando o campo elétrico externo é muito forte, os
elétrons poderao ser separados, produzindo a ionizagao das moléculas. Dessa
maneira, o dielétrico podera se tornar um condutor, e o processo é denominado
de ruptura do dielétrico. O exemplo mais interessante da ruptura dielétrica
¢é a formacao de raios das descargas atmosféricas. Cada substancia é caracte-
rizada pelo maximo campo elétrico que pode suportar F,,.., ao qual se dé o
nome de rigidez dielétrica, com valores como os apresentados na tabela EI.

Efeito do Campo Elétrico nos Dielétricos

Quando o espaco entre as placas de um capacitor estd completamente
preenchido com um material dielétrico, a capacitancia aumenta por um fator
k, chamado constante dielétrica, que é caracteristica fisica do material. Em
uma regiao completamente preenchida por um dielétrico, todas as equagoes
eletrostaticas contendo ¢, devem ser modificadas substituindo-se €, por ke,.
Os efeitos da adi¢do de um dielétrico ao capacitor podem ser entendidos fi-
sicamente em termos da agao de um campo elétrico sobre dipolos elétricos
permanentes ou induzidos no dielétrico. O resultado é a formagao de cargas
superficiais induzidas cuja presenca resulta no enfraquecimento do campo no
interior do dielétrico.

A polarlza(;ao elétrica P de um dielétrico sob a agdao de um campo
elétrico externo E, como estd mostrado na Fig. B3 é definida pelo vetor P:

—

P = Xeoﬁea (420)

em que X € a susceptibilidade dielétrica do material. Associado & polarizacao
P, aparece um campo elétrico devido a redistribuicao de cargas, indicado por
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Em um material com moléculas po- 174

lares ou polarizadas o campo elétrico  Dielétrico +|
produz uma polarizacao preferencial
na direcao do mesmo. Essa pola-
rizagao dielétrica pode ser definida a
partir da susceptibilidade dielétrica
do material, resultando em uma re-
distribuicao de carga elétrica, res-
ponsével por vérios efeitos, entre
0os quais se destaca o fato de que
um corpo eletricamente carregado
sempre atrai um dielétrico descarre-

Figura 4.6: Capacitor de placas pla-
nas com dielétrico, mostrando o campo
externo e o de polarizagao.

gado.
Ey:
E, = xE.. (4.21)
Como consequéncia, o campo no interior do dielétrico é dado por
E, P
Ej=—=EFE.-E,=E, — —, 4.22
d P P . ( )
portanto,
—1
P=c,""E, (4.23)
K
e
P=c¢,(k—1)E,. (4.24)

O resultado é que a susceptibilidade é dada por
xX=+kr—1. (4.25)

Como a constante dielétrica xk > 1 isto equivale a dizer que a susceptibilidade
é sempre positiva (x > 0). E comum escrever o campo elétrico na presenca
do dielétrico em termos do vetor deslocamento elétrico cujo simbolo é dado
por ﬁ, definido da seguinte maneira:

—

D =¢,E, = ke, Ey. (4.26)

Como consequéncia, o vetor deslocamento pode ser calculado em termos da
polarizacao, portanto,

— —

D=c,Ey+ P. (4.27)
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A lei de Gauss podera entao ser escrita em termos do vetor deslocamento da
seguinte forma,

}{ Bdi=q. (4.28)

em que ¢, é a chamada carga livre que gera o campo externo.

4.6  Aplicacoes Cientificas e Tecnoldgicas

Sao inumerdveis as aplicagoes dos capacitores tanto na ciéncia como
na tecnologia. Nesta secao descrevem-se apenas duas aplicagoes, a primeira
é a sua utilizacao para a geracao de altas tensoes e a segunda é utilizagao de
capacitores com capacidade muito alta da ordem do farad.

4.6.1 Geradores de Alta Tensao

O gerador de alta tensao do tipo Marx consiste de um conjunto de ca-
pacitores, resisténcias e spark gaps montados de acordo com a Fig. BZa. Os
capacitores C' sdo carregados em paralelo via as resisténcias de aproximada-
mente 1M, através de uma fonte externa. Os capacitores, C, sao carregados
em paralelo com as resisténcias R, ficando carregados com a tensao V de en-
trada. Quando o primeiro spark-gap (SG), (da direita), sofre a ruptura a
tensao do préximo capacitor aumenta, fazendo com o préximo SG também
rompa e assim por diante. Quando todos os SG sofreram ruptura, a pequena
impedancia do ar ionizado nos SG conecta todos os capacitores em série, mul-
tiplicando a tensao pelo numero de capacitores. O percurso no ar ionizado
possui uma pequena resisténcia se comparada com a dos resistores de carga
R. A fonte do tipo Marx funciona como um multiplicador de tensdo, onde
o fator de multiplicagao é igual ao nimero de capacitores em paralelo. No
exemplo da Fig. BZ0 com uma fonte de entrada de 50 kV e os 4 capacitores
pode-se atingir um potencial de 200 kV'.

4.6.2 Capacitores de Alta Capacidade

Existem dois tipos de capacitores que podem atingir grande capa-
citancia, os de ceramica tipo multi-camadas e os eletroliticos. Nos primei-
ros, as placas metdlicas sao separadas por dielétricos que possuem constante
dielétrica maior do que 20.000. No caso dos capacitores eletroliticos, as placas
sdo revestidas de 6xidos metdlicos e o isolante. A tecnologia atual permite
fabricar capacitores com alguns farads, nos quais o dielétrico é o mylar imerso
em um condutor liquido. A utilizagdo de capacitores de grande capacitancia,
é muito importante como fonte de energia, permitindo substituir em alguns
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AV VAN WAV > HV
R R R (SAIDA)
C:: C:: SG C:: §G C::
T SG
A A A
< R R R

\Y/ (ENTRADA)

Figura 4.7: Gerador de Alta Tensao tipo Marx com 4 capacitores em série
unidos por Spark-Gaps (SG).

equipamentos, com vantagem sobre as baterias. Dois exemplos muito interes-
santes e atuais sao o seu uso em notebooks e em equipamentos de som de alta
poténcia para veiculos automotores. Para a utilizagao de capacitores como
fontes é necessario garantir que eles fornecam uma corrente constante du-
rante um certo tempo. Na forma usual os capacitores perdem gradativamente
a sua carga e a corrente que circula em uma resisténcia colocada em paralelo
com o mesmo também diminuird. O desenvolvimento de novos sistemas se-
micondutores com caracteristica I(V') uma funcao plana, como nos mostra a
Fig. B8, permite o uso de capacitores como fontes.

c=—= Il R

i

vV

Figura 4.8: Esquema de um capacitor, utilizado como fonte ligado a uma
carga resistiva (semicondutor), cuja caracteristica I(V) é uma
fungao plana.
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4.7 Questoes, Exercicios e Problemas

1. Um capacitor de 470 uF armazena uma carga de 100 uC. Qual é a
diferenca de potencial entre as suas placas?

2. Do capacitor da questao 1, retira-se a metade da carga, qual serd o novo
potencial?

3. Considerando-se que o capacitor do problema 1 é de placas planas e
quadradas, com uma distancia entre placas de 0,05 mm, qual serd a
area das suas placas?

4. Qual a quantidade de energia eletrostdtica necessaria para carregar o
capacitor da questao 17

5. Considerando um capacitor cujo dielétrico é o ar, cuja rigidez dielétrica
é 3 kV/mm, qual a energia por unidade de volume, no momento de
ocorrer a ruptura do dielétrico?

6. Um capacitor, ao ser calculado, obedece a duas limitacoes fisicas: a
primeira ¢€ a rigidez dielétrica e a segunda sao as suas dimensoes. Discuta
como a capacitancia depende desses parametros.

7. Um capacitor de placas planas, cujo dielétrico é o ar, deve ter no maximo
0, 1 mm de distancia entre as placas. a) Qual a mdxima tensdao que ele
pode suportar antes de ocorrer a ruptura dielétrica ? b) Considerando
que ele deva ter 100 puF', quais devem ser as sua dimensoes?

8. Quatro capacitores de 17 nF estao ligados dois a dois em série, e as duas
associagbes em série estao ligadas em paralelo. Calcule a capacitancia
equivalente dos mesmos.

9. Um cabo coaxial é formado por um condutor central de 0,5 mm de
didmetro e um condutor externo de 5 mm também de didmetro. Consi-
derando que entre os condutores existe um isolante com constante dielétrica
2,5, calcule a capacitancia por unidade de comprimento.

10. Uma esfera metalica, isolada, de raio 10 ¢m, é utilizada para armazenar
carga elétrica. Qual o potencial, maximo, que ela atinge, se o meio for
o ar? O que ocorre se essa tensao for ultrapassada?
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Corrente Elétrica

Georg Simon Ohm professor de matemdtica entre 1825 e 1827 desen-
volveu a primeira teoria matemdtica sobre a conducao elétrica, e s6 dois anos
antes de morrer consequiu a posi¢cao de professor de fisica na universidade...

5.1 Lei de Ohm

A corrente elétrica estd relacionada com o movimento de cargas elétricas
sob a agao de campo elétrico. Quando ocorre o movimento de cargas elétricas
em um tubo de televisdo no qual existe vdcuo, torna-se facil explicar que
os elétrons sao liberados pelo filamento do tubo e acelerados por um campo
elétrico existente no interior do tubo, formando uma corrente elétrica. A
corrente elétrica nos condutores também é devida ao movimento de elétrons,
mas neste caso a densidade do meio é muito grande e o efeito da estrutura
do material, é um efeito de arraste ou atrito entre os elétrons livres e a estru-
tura atomica quase fixa. E muito importante entender que a resisténcia ao
movimento de cargas elétricas, depende dos fundamentos da fisica quantica,
que também explica as diferencas de comportamento na condugao elétrica dos
condutores, isolantes, semicondutores e supercondutores, materiais que fazem
parte da nossa vida didria pela sua utilidade na condugao da eletricidade.
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5.1.1 Corrente Elétrica e Densidade de Corrente

Para o estudo da corrente elétrica deve-se considerar que o movimento
de cargas elétricas é realizado por particulas portadoras de carga, os
elétrons, no caso dos solidos e os ions positivos e negativos no caso dos gases
ou liquidos.

A corrente que passa através da area transversal de um condutor é
definida, de forma simplificada, como sendo:

_dQ

1= 1
-, (5.1)

que representa a corrente, como a variagado temporal da carga, que atravessa
uma segao transversal ao condutor. A corrente elétrica é uma medida da taxa
de passagem de carga elétrica pela se¢do do condutor e a sua unidade no SI é
o Ampere,

1A=1C/s.

A corrente elétrica possui um sentido convencional (corrente convencio-
nal) e um sentido real (corrente real). O sentido real é aquele do movimento
dos portadores de carga, no caso dos elétrons como portadores de carga, o
movimento convencional é sempre de cargas positivas, hipotéticas, na mesma
direcdo do campo elétrico. Assim em um condutor, a dire¢ao convencional da
corrente é contraria a dos elétrons. Na Fig. B, se observa a corrente real de
elétrons, e a corrente convencional I na mesma direcao do campo elétrico, no
interior do condutor, responsavel pela corrente elétrica.

m

Figura 5.1: Corrente real de elétrons em um condutor e corrente convencional
I, em funcdo da direcdo do campo elétrico estabelecido por uma
fem.

A corrente elétrica, apesar de ter direcao e sentido, é uma grandeza
escalar pois nada mais é do que a taxa de passagem de carga elétrica pela secao
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transversal do condutor. Quando se torna necessario estudar com mais detalhe
o movimento dos portadores de carga utiliza-se uma grandeza vetorial para
definir a corrente elétrica que é o vetor densidade de corrente f, cujo modulo
é a corrente por unidade de area e a direcdo é a mesma do campo elétrico. A
relagao entre a corrente e a densidade de corrente pode ser entendida melhor
pela seguinte relacao:

1:/ J-dA. (5.2)
A

Considerando que o condutor da Fig. Bl possua um comprimento L e segao
transversal de area A; o conjunto de portadores de carga, movimentando-se
com velocidade média de deslocamento vy na direcao do campo elétrico leva
um tempo At para percorrer esse comprimento L do condutor portanto

L= ’UdAt.

A quantidade de carga elétrica contida em um volume (A.L) do condutor serd
dada por:

AQ = ngqAvgAt, (5.3)
em que n, particulas/m? é a densidade de portadores de carga no condutor
cujo valor, pode ser calculado seguindo o Exemplo 5.1 e utilizando as pro-
priedades atomicas presentes na tabela 5.1. A corrente elétrica média sera
entao,

AQ
I= Vi NqquaA, (5.4)
fazendo com que a densidade de corrente, possa ser definida por:
J = nqqia. (5.5)

Nos condutores elétricos, apesar do campo elétrico, no seu interior, ter a
mesma dire¢ao do condutor, o movimento, microscopico dos elétrons é aleatorio
devido a agitagao térmica, com um pequeno deslocamento na direcao contraria
a do campo. Esse movimento cadtico é devido aos choques com os dtomos e
impurezas do metal conforme mostra a Fig.5A. Essa figura nos mostra esse
tipo de movimento que resulta em uma velocidade média de deslocamento de-
nominada velocidade de deriva. Considerando que a densidade de portadores
é a densidade de elétrons de conducao pode-se obter, a partir da equagao b4,
a expressao para a velocidade de deriva:

I
neeA’

na qual "e” é a carga do elétron e n, a densidade de elétrons de condugao. A
densidade de corrente, Eq. B3, para elétrons, poderd ser escrita como:

J = ne(—e)ug. (5.7)

Vg = (5.6)
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Pontos @

finais v

Figura 5.2: Os elétrons colidem com a rede cristalina do condutor deslocando-
se aleatoriamente. Quando o campo é nulo o deslocamento médio
também é nulo mas, quando existe um campo elétrico ocorre uma
pequena deriva na direcao contraria ao campo.

A direcao da densidade de corrente é a mesma da velocidade de deriva, quando
se considera o sentido da corrente convencional. Devido ao sinal da carga ser
negativo, quando os portadores de carga sao elétrons, essa direcao é contraria
a velocidade de deriva, como indica a equagao bZd mas continua tendo a mesma
direcao do campo elétrico. Para o caso dos condutores a corrente elétrica nao
é afetada pelo sinal da carga pois quase sempre se considera a direcao de
portadores positivos portanto, a equagdo b4 toma a seguinte forma:

I =neevgA (5.8)

Exemplo 5.1

Calcule o valor da velocidade de deriva dos elétrons em um condutor comer-
cial de cobre e de aluminio de drea transversal 1 mm? quando percorrido por
uma corrente de 1 A.

Solugao:

Tanto o cobre como o aluminio possuem aproximadamente um elétron livre
por atomo e suas propriedades se encontram na tabela B
A densidade de portadores de carga, para o cobre, é dada por,
Nap (6,02 x 10%3d4tomos/mol)(8,92g/cm?) 1 elétron

N VA 63, 5g/mol atomo
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Tabela 5.1: Propriedades atomicas dos condutores
Condutor Massa Atomica Densidade

gramas g/cm?
cobre 63,5 8,92
aluminio 26,98 2,7
prata 107,9 10,5
ouro 196,97 19,3

= 8,5 x 10% elétrons/cm?,

enquanto que para o aluminio vale, 6,05 x 102 elétrons/cm?. Considerando
que a corrente e a velocidade de deriva sao constantes em toda a segao trans-
versal do condutor,

I 1A
neeAd (8,5 x 1022)(1,6 x 10-19)(1 x 10~2)

Vg = =0,0073cm/s = 0,2628m/h

para o aluminio, a velocidade de deriva serd,
vg = 0,187 m/h

Sendo tao baixa a velocidade de deriva, dos portadores de carga, como se
pode justificar que um aparelho elétrico entre em funcionamento quase que
instantaneamente? Na realidade a velocidade de deriva é uma velocidade
média, e portanto nao deve ser confundida com a velocidade de propagacao
do campo elétrico no condutor, cuja velocidade é ordem da velocidade da luz.

5.2 Propriedades Elétricas dos Condutores

O fluxo dos portadores de carga, ao longo de um condutor, ocorre
devido a aplicagdo de um campo elétrico no condutor. O campo elétrico é
estabelecido, pela aplicagao de uma diferenca de potencial entre os extremos
do condutor. A quantidade de corrente que circula no condutor dependerd
dessa diferenca de potencial e das propriedades fisicas do condutor. Define-se
a resisténcia de um condutor pela relagdo entre a diferenca de potencial AV
e a corrente I que circula no condutor,

AV

R== (5.9)

No sistema de unidades SI, a unidade de resisténcia elétrica é o ohm [Q]:

1Q=1V/1A.
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O comportamento dos materiais difere muito frente a relacao entre
potencial e corrente, V(I). Na Fig. B3 o grifico (a) mostra uma relagao
linear e representa por exemplo o comportamento de um condutor de cobre
ou aluminio. As demais curvas, a curva (b) e a curva (c)representam cara-
cteristicas nao-6hmicas.

AV} AV AVY

.
s

(a) (b) (c)

Figura 5.3: Caracteristica tensao-corrente de (a) um condutor metdlico a
temperatura constante,(b) uma lampada incandescente e (¢) um
diodo semicondutor.

A Fig. b3(a) mostra o comportamento de materiais, denominados ge-
nericamente de 6hmicos, como qualquer metal, pois para eles a relagao entre
tensao e corrente é mantida constante, em uma gama ampla de tensao e cor-
rente, portanto se verifica a Lei de Ohm. A lei de Ohm é uma consequéncia
da proporcionalidade entre a densidade de corrente e o campo elétrico:

J=0E, (5.10)

na qual o é uma constante caracteristica de um condutor 6hmico, denominada
condutividade. Pode-se aceitar esta lei de forma empirica, sem explicar as suas
causas, para o qual é necessario um modelo quantico da condugao elétrica.
Como a corrente em fungao da densidade de corrente é dada por:

I=JA=0EA (5.11)

e como o campo elétrico é mantido por uma diferenca do potencial, se o
condutor for retilineo, pode-se considerar de forma simplificada que:

AV
E=—, (5.12)

em que L é o comprimento do condutor. Combinando as equacoes Eq. b1 e
Eq. B2, pode-se calcular a resisténcia através de

EL L oL
“GEA oA A (5.13)
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em que p7 é a resistividade do material. Os valores tipicos de condutividade ou
resistividade, sao apresentados, para alguns materiais, na tabela B2, na qual
se observa que a ordem de grandeza da resistividade nao deixa davida para
classificacdo dos materiais em condutores, isolantes e semicondutores.

E oportuno lembrar que todos materiais tém a sua resistividade mais
ou menos variavel com a temperatura e que para os condutores é uma relagao
quase linear.

Tabela 5.2: Resistividade, Condutividade e Coeficientes de temperatura para
diversos materiais a 20°C.

Material Resistividade Condutividade « Coeficiente de
Po (Qm) Oo (Qm)_l Temp. (K_l)

Condutores

prata 1,59 x 108 6,29 x 107 0,0038

cobre 1,72 x 10~8 5,81 x 107 0,0039

aluminio 2,82 x 1078 3,55 x 107 0,0039

tungsténio 5,6 x 1078 1,8 x 107 0,0045

ferro 9,6 x 1078 1,042 x 107 0, 0050

platina 10,6 x 108 0,9434 x 107 0,0039

mercurio 96 x 10~8 0,1 x 107 0,0009

Ligas Metalicas

Ni-Cr 100 x 10~8 0,1 x 107 0, 0004

Manganina 44 x 1078 0,23 x 107 0, 00001

Semicondutores

Ge 0,46 2,2 —0,048

Si 640 1,6 x 103 -0,075

Isolantes

Vidro 1010 ¢ 10 10~ ¢ 10710 -

Borracha 10° 1079 -

Teflon 104 10714 -

5.2.1 Efeitos da Temperatura

A resistividade de alguns materiais condutores apresenta uma grande
variagao com a temperatura mas de forma geral, pode-se representar essa

lInfelizmente a letra grega p para a resistividade é a mesma utilizada para densidade de
carga, mas esse uso é generalizado na literatura.

© Claudio Graga 109



Capitulo 5 Eletromagnetismo

funcao através da seguinte aproximagcao linear:
p=poll +a(T = T,)], (5.14)

na qual o coeficiente de temperatura «, tem valores como os da tabela B2,
enquanto que p, é a medida da resistividade a 20°C. A Fig. B3 abaixo
nos mostra a variagao da resistividade do cobre em fungao da temperatura e
mostra também a aproximacao quase linear dada pela Eq. BET14.

10

Resistividade x1 O'S(Ohmm]

0 1
=200 0 200 400 600 300 1000 1200

Temperatura('C)

Figura 5.4: Resistividade do cobre em funcgéo da temperatura, (linha trace-
jada), mostrando a aproximagao linear com linha cheia.

5.2.2 Corrente Elétrica e Energia Dissipada

A corrente elétrica que circula em um condutor estd sempre dirigida no
sentido do potencial maior para o menor e o processo de produgao de calor nos
condutores, ou efeito joule, pela passagem de corrente pode ser comparado
ao atrito mecanico. Dessa maneira parte da energia elétrica é perdida sob a
forma de calor nas resisténcias elétricas. Esse calor é utilizado nos aquecedores
elétricos. Para calcular o valor da energia produzida, sob a forma de calor,
utiliza-se o valor do trabalho necessario para transportar uma carga dq ao
longo de uma diferenca de potencial V',

dW =Vdq. (5.15)
A poténcia, ou taxa de gasto de energia por unidade de tempo, é dada por:
dw dq
P=—=V—. 1
dt th (5.16)
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Como a corrente vale I = dg/dt, a poténcia serd dada por
P=VI (5.17)

Este resultado é independente do tipo de material, 6hmico ou nao 6hmico, e
também do tipo de portador de carga. No caso dos materiais 6hmicos

V = RI, (5.18)

na qual a resisténcia R é uma constante e a poténcia sera dada por:

V., V2
P=VI=V(=)=— 5.19
(%)= 7 (5.19)
ou
P=VI=(IR)I = I*R. (5.20)

A conversao de energia elétrica em calor, conhecida por Efeito Joule, também
foi descoberto por Joule, na mesma época do estudo do equivalente mecanico
de calor. Na Fig. BH aparece um circuito de uma fonte (bateria ou pilha) no
qual existe apenas um elemento passivo, uma resisténcia elétrica. A fonte de
energia elétrica representada por uma fonte ideal mais uma resisténcia interna
r. Dessa forma verifica-se que a energia produzida na fem é utilizada para
produzir calor na carga R e na fonte, que também aquece.

fem real

e
: | 1 ER
i€ :

Figura 5.5: Fonte de forca eletromotriz(fem) real alimentando um circuito
resistivo.

O circuito da Fig. B3 possibilita a analise de dois problemas relativos

a geracdo e a transformacao em calor da energia elétrica. O primeiro é a fonte

de forca eletromotriz que necessita entregar uma quantidade de trabalho por

unidade de carga, ou fem, e o segundo é a perda de energia na prépria fonte.
A fem é dada por:

_daw
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Quando se considera uma fonte ideal, com resisténcia interna nula, essa ener-
gia € igual a energia dissipada na resisténcia para produzir calor, portanto

e=IR, I=—. (5.22)

R
Na realidade todas as fontes de energia possuem uma resisténcia interna
"r”cujo valor, no caso das pilhas e baterias, varia com a carga disponivel
aumentando com o tempo de uso das mesmas. Considerando que o circuito
possua uma resisténcia total R., = R + r, pode-se escrever a Eq. b22, da
seguinte forma:
€

-—Ir—IR=0, I= .
€ r y R+r

(5.23)

A poténcia fornecida pela bateria, que serd transformada em calor na re-
sisténcia R, serda dada por, Eq. B2

Re?

P=VI=RI’= ——.
(R+1)?

(5.24)

Poténcia dissipada na carga R
(em unidades arbitrarias)

r 2r 3|r 4r Sr

Resisténcia de carga (R)

Figura 5.6: Poténcia dissipada em fungao da resisténcia R da carga, conforme
a Eq. b224.

O valor maximo dessa fungdo dP/dR ocorre para R = r, como se
pode verificar na Fig. B@. Isto quer dizer que existe uma forma étima de
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acoplamento entre a fonte e a carga, quando as mesmas sao iguais, também
chamado de acoplamento étimo. A derivada da equagao B4, serd:

dP

ar 2R _27‘—R
dR

RS N st

E[(R+71)72 - (5.25)

A condicao de derivada nula ocorrerd para o denominador nulo ou seja para
R = r, como é mostrado na Fig. b8.

5.2.3 Efeito Joule e dimensao dos Condutores

A energia dissipada nos resistores (RI?), sob a forma de calor, é devida
ao efeito Joule; esse calor é transmitido ao ambiente por radiacao e convecgao,
mantendo os resistores em uma dada temperatura, fungao da condicao de
equilibrio térmico, ou seja, o calor produzido no resistor é igual ao transmi-
tido ao ambiente. A quantidade de calor produzida em qualquer condutor é
proporcional ao seu volume enquanto que a dissipacao nos dois processos é
proporcional a rea externa do mesmo e dessa maneira esse problema consti-
tui, teoricamente, um problema de autovalores.

Essa perda de energia ao longo do condutor pode ser verificada experi-
mentalmente medindo-se o potencial ao longo do condutor, pois a resisténcia
do mesmo vai produzindo uma queda de tensao que depende da sua resisténcia
e da corrente que circula no mesmo a queda de tensao ao longo sera entao

dada por:
L
AV = RI = %I, (5.26)

portanto, dependente do comprimento do condutor e de sua segao transversal,
cujo célculo devera ser feito para uma dada corrente. Em geral o comprimento
do condutor é fixo e determina-se o didmetro do condutor que permita limitar
a queda de tensao a um valor estabelecido, que em geral se encontra entre 3
e b porcento da tensao de alimentagao.

Do ponto de vista préatico o condutor resistor deve funcionar a uma dada
temperatura compativel com as suas propriedades fisicas. Para exemplificar
usaremos o caso dos condutores de cobre utilizados nas instalagoes elétricas;
neles o condutor de cobre é recoberto por um isolante plastico cujo limite de
temperatura é de 60 a 70°C. Por isso a corrente elétrica deve ser limitada
tal que o calor por efeito Joule seja igual ao calor dissipado por radiagao e
conveccao nessa temperatura limite.

Até atingir essa condicao podemos definir a condicdo termodinamica
de aquecimento através do seguinte balanco de energia:

dT
RI’-Q.-Q, = mep—- (5.27)
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na qual Q. e @, representam respectivamente a energia dissipada por convecgao
e por radiagdo, em um condutor de massa m, capacidade calorifica c, e re-
sisténcia R quando percorrido por uma corrente I.
Durante o aquecimento ocorre um estado transitério definido pela Eq.
B e ao atingir o equilibrio teremos ‘fj—f = 0, portanto a Eq. B2Za serd escrita
como
RI’ - Q.- Q,=0. (5.28)

Deve-se levar em consideracao que esta é uma andlise simplificada que
nao leva em consideracao outros fatores como as fontes de energia externa ao
condutor que por acaso existam, como a energia de irradiagdo solar no caso
de condutores ao ar livre, bem como forma dos condutores e materiais dos
eletrodutos.

A partir da Eq. pode-se escrever a capacidade de condugao de
corrente por um condutor, também denominada ampacidade na literatura
técnica, pode ser calculada por

QC + QT‘
[= el .
Ror (5.29)

Lembrando que a resisténcia do condutor depende da temperatura T, através
da relacao

R7,) = Rao[l + (T, — 20)], (5.30)
a resisténcia de um condutor cilindrico de didmetro d e comprimento L e

resistividade p a 20°C'é dada por

4pL
Ry, = 221 + o(T. - 20)]. (5.31)
¢ wd?

No caso da corrente ser alternada a resisténcia também deve ser corri-
gida pela frequéncia da mesma.

Finalmente apenas como exemplo vamos considerar o caso em que o
resfriamento se dé apenas por radiagao ou seja da Eq. poderé ser escrita

COIMo:
/ Qr
I= 4Lp[1+o(T.—20)] ' (5.32)
md?

Considerando a Lei de Stefan Boltzmann para a energia radiada
Q, = ecc AT} — T3) = eondL(T* —T3) (5.33)

na qual T, e T4 sao respectivamente as temperaturas do condutor e tempera-
tura ambiente, €, é a emissividade do condutor e o = 5,67 x 10 8Wm 2K 4
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é a constante de Stefan-Boltzmann e A é a area superficial do condutor. Para
um condutor cilindrico a corrente na condigao de equilibrio térmico serd dada

por
eom?d3 (Tt —Ty)

I = C . .34

\/4p[1 + a(T, — 20)] (5:34)

A determinacdo do diametro necessario para conduzir uma determinada cor-
rente é um problema interessante que pode seguir dois caminhos. O primeiro
é utilizar a expressao da ampacidade, para a condigao de equilibrio térmico,

portanto
4 x p[l + a(T, — 20)]
d= ¢ I? .
\/ eo x ™2 x (T4 —T%) (5-35)

A outra possibilidade para a determinacao do didmetro do condutor,
mais simples é considerar um percentual para a queda de tensao no fim do
condutor como um percentual da tensao utilizada ou seja:

AV RI

5.36
14 14 ( )
Para um condutor cilindrico teremos
4p[1 T. —20)|L
Ay = AL+l L, (5.37)
md?
A expressao para o didmetro serd entao:
4p[1 + (T, — 20)|LI
d= \/ 5.38
TAV ( )

Os resultados do calculo do diametro do condutor feito pela Eq. BZ33 nao
necessariamente dao o mesmo resultado da Eq. pois sao critérios sim-
plificativos independentes mas servem como guia para orientar o calculo dos
condutores, em geral limitados por normas técnicas especificas.

5.3 Modelo de Drude para a Resistividade

Como ja se afirmou na secao anterior, o modelo para conducao elétrica
deve incluir o tratamento quantico. Pode-se utilizar um modelo de elétrons
livres semicléssico, denominado modelo de Drude (Paul Drude), para estu-
dar a condugao nos metais. O modelo parte da ideia de que os elétrons de
condugao se comportam como livres, tal como em um géas, por isso se uti-
liza o termo gds de elétrons. Nesse modelo a corrente elétrica é produzida
pela aceleracao dos elétrons, que se chocam com os atomos do meio condutor,
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produzindo-se um efeito térmico resultado do atrito dos elétrons com a estru-
tura atomica do condutor. Como a forga de atrito é proporcional a velocidade
das particulas, pode-se fazer uma aproximagcao linear,

F =ma=—eFE — bv, (5.39)

em que b é uma constante que deve ter unidades de massa/tempo, portanto
utilizando a analise dimensional, pode-se supor que:

b=m/r,

em que m e T S0 a massa e tempo caracteristicos dos elétrons. Supondo que
a forca do campo elétrico seja contrabalancada pela forga de atrito, ou seja,
o movimento nao sera acelerado, portanto:

ma=—eE — —— =0. (5.40)
T

Isto leva a encontrar a velocidade de deriva

ebET
vg=———o,
m
em que o sinal negativo indica que a corrente é contraria a direcao do campo

elétrico. Dessa forma pode-se obter a densidade de corrente:

nee>r

J = —neevg = E. (5.41)
Comparando com a lei de Ohm, equagao B, resulta na expressao para a

condutividade: )
Ne€*T

(5.42)

m
O modelo aplicado, utilizando a analise dimensional, permite interpretar ”m”
como sendo a massa do elétron e 7 como o tempo médio entre dois choques,
tal como em um gés, no qual o movimento das particulas é caracterizado pelo
livre caminho médio A\,

T=—.
Vg

Dessa maneira a resistividade pode ser escrita,

muvgq
pP=—r
neeZ\
Este modelo cléssico permite entender a conducao, mas as medidas experi-
mentais indicam que a velocidade dos elétrons nos metais ¢ um pouco maior
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do que a do modelo. Além disso a velocidade dos elétrons livres é funcao da
temperatura, portanto o livre caminho médio também o é. Por tudo isso, é
necessario ampliar o modelo introduzindo outros conceitos de fisica quéntica
o que foge dos objetivos desta analise. Mesmo assim, é possivel tirar algumas
conclusoes importantes, para os condutores metalicos.

Considere-se, por exemplo, o caso do sédio metalico que possui uma
densidade atomica de 2,5 x 10?2 atomos/cm3. A mobilidade dos seus por-
tadores de carga, definida pelo tempo caracteristico, 7, pode ser obtida uti-
lizando a Eq. BZ2, a partir da conectividade ou da resistividade, medidas
experimentalmente, resultando em 7 = 3 x 10~ *s. Para avaliar se esse tempo
é longo ou curto, pode-se utilizar uma velocidade de referéncia de 107cm/s,
correspondente a elétrons termalizados, resultando um percurso de aproxima-
damente 30 angstrons durante esse periodo de tempo. Esse valor equivale
a aproximadamente 20 espacamentos atomicos, caracteristicos da rede cris-
talina. Dessa maneira pode-se concluir que existe uma grande transparéncia
dos metais ao movimento de elétrons.

5.4 Condutores, Isolantes e Semicondutores

Desde a invencao dos transistores (1947), a inddstria a ciéncia e mesmo
as pessoas, individualmente, vivenciaram uma revolucao devida ao cresci-
mento da eletronica. O conhecimento acerca das propriedades eletronicas dos
materiais, tornou-se fundamental para entender essa evolugao. Como exem-
plo, os transistores se baseiam no uso do silicio, que na sua forma natural é
um mau condutor ou semicondutor a temperatura ambiente. No entanto ao
adicionar uma quantidade muito pequena de alguns contaminantes, tais como
boro, aluminio ou arsénio, a sua condutividade aumenta. De forma muito
simples esse fato pode ser explicado assim: o silicio possui quatro elétrons e
o arsénio possui 5 nas ultimas camadas. Este elétron extra do arsénio pode
se movimentar ao longo da estrutura cristalina, quando se aplica um campo
elétrico, portanto o elétron extra serad responsavel por algumas das proprie-
dades semicondutoras do silicio.

Para melhor entender o funcionamento dos semicondutores é impor-
tante conhecer a teoria eletronica nos metais, mas a aplicacao desta teoria
nao se limita aos semicondutores pois ela também é capaz de fazer enten-
der as propriedades Oticas, magnéticas e térmicas dos materiais. Em outras
palavras, a teoria eletronica fornece os fundamentos para a tecnologia que
faz a vida do presente mais confortavel. Alguns exemplos da vida cotidiana
podem ilustrar este fato. Os materiais magnéticos e elétricos sao utilizados
em geradores, motores, altofalantes e gravadores; as propriedades térmicas
dos materiais sao fundamentais para refrigeracao e aparelhos de aquecimento,
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bem como blindagem de calor nas naves espaciais.

A utilizagao das propriedades elétricas dos materiais é, em geral, muito
bem conhecida por todos, alguns materiais sao muito bons condutores, como
0 ouro e o cobre, outros sao bons isolantes como a porcelana e o quartzo.
Mas para entender as razoes desses fatos, a ferramenta fundamental é a teoria
atomica moderna ou fisica quantica cuja base é a teoria ondulatéria da matéria
cujo escopo foge dos objetivos destas notas. Apenas, como base introdutéria
ao tema, pode-se dizer que a teoria ondulatéria da matéria foi introduzida por
Louis de Broglie, sugerindo que o caracter dual da luz, ou seja ondulatério e
corpuscular, onda e féton, deveria ser também uma propriedade da matéria.
Os elétrons, deveriam, portanto ter esse caracter duplo, particula e onda.
Estes dois aspectos das particulas atomicas foram comprovados, através de
experimentos ondulatorios, como a polarizacao e a difragao.

Um elétron livre é caracterizado pelo seu comprimento de onda, também
chamado comprimento de onda de De Broglie, dado por:

A= (5.43)

Quando se considera o elétron confinado em um potencial como o do atomo,
em um potencial coulombiano, a teoria quantica prevé a existéncia de n érbitas
fechadas que constituem os niveis atéomicos. Dessa maneira os elétrons adqui-
rem algumas energias discretas e s6 podem se movimentar nesses orbitais,
cujo valor é dado por:
4
B, =-me 1 (5.44)
eh 2n?

em que "n” é um numero inteiro que representa a quantizacao de energia. O
resultado pode ser apreciado na Fig. BZ@ que apresenta a estrutura de niveis
atomicos, do hidrogénio, prevista pela teoria quéantica, mostrando que com o
crescimento da energia os niveis se juntam tornando-se muito préoximos. A
energia do primeiro nivel é conhecida com a energia de ionizacao do hidrogénio,
paran = 1.

No caso dos materiais cristalinos (sélidos), os elétrons se movem em
potenciais periddicos que correspondem & rede cristalina, formada por fileiras
de dtomos. Considerando uma dessas fileiras, pode-se observar o potencial
periédico, na Fig. BR(a). Quando um elétron se desloca ao longo desse
potencial periédico, que na realidade é tridimensional, os estados quanticos na
rede cristalina, além de discretos agrupam-se em bandas ou faixas de energia,
dentro das quais os intervalos de energia sdo continuos. A cada nivel atdémico
n corresponde uma banda de energia no estado sélido. O espago entre bandas
corresponde ao gap de energia, AE,, em que os estados quanticos nao sao
permitidos, conforme mostra a Fig 5ER(b). As energias permitidas dentro
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Figura 5.7: Niveis de Energia de ligagdo do hidrogénio atomico para dife-
rentes nimeros quanticos (n), cada um representando um nivel
eletronico principal.

de cada banda formam um espectro continuo ou seja os elétrons podem ter
qualquer valor de energia no interior da banda. No caso da banda de condugao,
na qual podem existir niveis quanticos vazios, como nos condutores, ha a
possibilidade de ganhos e perdas de energia em funcao da temperatura.

(a) (b)

Figura 5.8: (a) Potencial devido a uma rede cristalina, (b) Diagrama de
niveis, formando bandas de energia.
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5.4.1 Condutores e Isolantes

Nos condutores, ou metais tipicos a banda de mais alta de energia, na
qual se encontram os elétrons de conducao, estd semi-preenchida até o nivel
da energia de Fermi, como mostra a Fig. 59(a). A temperatura ambiente
é suficiente para excitar os elétrons dentro da banda de conducao acima da
energia de Fermi Fr, com ganhos e perdas de energia em torno da mesma.

A caracterizacdo dos materiais como isolantes e condutores é muito
simples, pois a diferenca de condutividade ou resistividade dos mesmos é signi-
ficativa, como nos mostra a comparacao mostrada na tabela B2. Sob o ponto
de vista da teoria de bandas também se observa uma diferenca substancial,
pois no caso dos isolantes, como mostra a Fig. BEA(b), a tltima camada com
elétrons estd totalmente preenchida e a seguinte ou banda de conducgao estéd
totalmente vazia. Nos isolantes o gap de energia AE,, é muito grande nao
permitindo que os elétrons passem para a conducao mesmo a temperaturas
altas.

' ' 4+
E E E
'y [~ banda de
E ]E_ondugéo } banda de
E e —_" i condugéo
banda de - 1g 'ﬁlEgb dad
EF% }condugéo | | }v;gn?;iae

T=0 Semicondutor T>0

(2) (b) (c)

Figura 5.9: (a) Diagrama de bandas em um condutor (b Diagrama de bandas
em um isolante, (¢) Diagrama de bandas em um semicondutor
intrinseco (cristal puro).

A funcao distribuicao estatistica dos elétrons em equilibrio térmico é
bem diferente da distribuicao classica ou de Maxwell-Boltzmann para os gases
rarefeitos. Aqui, a distribuicao de estados quanticos é a distribuicao de Fermi,
na qual a energia é tratada como uma varidvel quase continua. A uma tem-
peratura T'= 0 K a energia maxima da distribuicao é dada pela energia de
Fermi Er. Considerando a energia cinética média dos elétrons como sendo
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3/2kT = 0,04eV sendo, portanto, muito menor que o valor de Er tanto no
caso dos isolantes como semicondutores. Apesar dessa diferente distribuigao
ainda se costuma utilizar o fator de Boltzmann, e F/*T para caracterizar a
fungao distribuicao de estados; na k a constante de Boltzmann. O fator de
Boltzmann, caracteriza os numeros de ocupagao de niveis cuja diferenca de
energia seja F.

5.4.2 Semicondutores Intrinsecos e Extrinsecos

Os isolantes elétricos possuem uma estrutura de bandas na qual a de
valéncia estd completa e com uma separacao AE, (gap) com a seguinte va-
zia, de alguns eV. Os semicondutores possuem uma estrutura de bandas
semelhante & dos isolantes, como nos mostra a Fig. 59(c), apenas com uma
menor separagao entre a banda de valéncia e de conducéo, capaz de facilitar a
excitacao de elétrons por aumento de temperatura. Ao contrario dos condu-
tores mais caracteristicos a resistividade dos semicondutores diminui com a
temperatura. Dessa forma pode se dizer que os semicondutores tornam-se
condutores somente a temperaturas muito elevadas.

O silicio e o Germéanio puros (intrinsecos) possuem respectivamente
um gap de 1,1 eV e 0,7 eV e desta maneira o mecanismo de condugao nos
semicondutores intrinsecos, que sao cristais puros, é devida a passagem
de elétrons de valéncia para a banda de condugao por excitagao térmica. Para
cada elétron que passa para a banda de condugao gera-se uma lacuna ou falta
de elétron na banda de valéncia, uma pseudo carga elétrica. Dessa maneira
deve-se considerar uma corrente de elétrons e outra de lacunas em sentido
contrario.

A probabilidade de que um elétron possa transpor o gap AE, por
energia térmica pode ser avaliado considerando-se que o valor do fator de
Boltzmann é muito sensivel a temperatura e torna-se dominante no sentido de
aumentar os portadores de carga de condugao. O coeficiente de temperatura
para os semicondutores, conforme se pode observar na tabela B3, é negativo
em virtude do caracter dominante da variagao dos portadores de carga de
condugao sobre a diminui¢ao do livre caminho médio entre colisoes.

O silicio e o germéanio sao semicondutores tipicos mas, existem outras
substancias semicondutoras, como o arseneto de géalio e o carbeto de silicio.

A conducao dos semicondutores pode ser melhorada introduzindo im-
purezas, doadoras ou receptoras de elétrons, reforcando a corrente tanto de
elétrons como de lacunas. Esse processo, conhecido como dopagem, produz os
chamado semicondutores extrinsecos.

O processo de dopagem dos semicondutores puros permite melhorar a
conducgao elétrica, por meio da adicao de pequenas quantidades de elementos
doadores e receptores de elétrons de valéncia. O silicio é um elemento do
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grupo IV, portanto com 4 elétrons, portanto ao adicionar uma impureza a
estrutura cristalina que tiver cinco elétrons de valéncia, esta se comportard
como doador de elétrons formando um semicondutor do tipo n. Materiais
como o fésforo, antimonio e o arsénio sao doadores e capazes de fornecerem
elétrons permitindo que o semicondutor se transforme em um semicondutor
tipo n. Por outro lado quando a impureza é trivalente, ou receptora, como o
boro, galio, indio e o aluminio, criam-se no silicio vagas de elétrons ou lacunas,
originando-se uma conducao positiva por falta de elétrons, também denomi-
nada corrente de buracos. O semicondutor dopado por impurezas trivalentes
é denominado semicondutor tipo p.

Essa substituicao de atomos doadores ou receptores, na rede cristalina,
é mostrada na Fig. BE10. Os doadores possuem os diagramas de niveis, como
indica a Fig. BT, mostrando que o nivel do doador estd proximo a banda
de condugao permitindo a passagem de elétrons por agitagdo térmica. Os
receptores, possuem os seus niveis nas proximidades da banda preenchida,
permitindo a formacao de buracos na mesma também por agitacao térmica.

= ligagdo covalente

& atomo de Si

atomo de Al
@ atomo de As

tipo -n

Figura 5.10: Diagrama esquematico da rede cristalina, mostrando as impu-
rezas semicondutoras tipo n e p.

Para que a variagao da condutividade de um semicondutor se torne
significativa é necessario adicionar a impureza em concentragoes da ordem
de ppm (parte por milhdo) de dtomos semicondutores. Os semicondutores
sdo utilizados como em diodos transistores, células fotoelétricas e chips de
computadores e sensores de ampla aplicagao.

5.4.3 Diodos Semicondutores

Quando dois semicondutores, um do tipo p e outro n, sdo colocados em
contato fisico, formando uma jungéo (diodo) observa-se o aparecimento de
uma barreira de potencial na fronteira entre os dois materiais. A estrutura de
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{2) {b)

Figura 5.11: Mecanismo de dopagem nos semicondutores, (a)impureza doa-
dora, (b) impureza receptora.

bandas de uma jungao p—n é mostrada na Fig. 512 com a estrutura de bandas
de valéncia e de condugao, bem como os niveis dos doadores e receptores. A
interface entre os dois semicondutores, na qual se estabelece a barreira de
potencial, é denominada, camada de deple¢gao. Quando um potencial externo
é aplicado ao diodo, o campo externo pode reforcar a barreira de potencial, ou
pode anular, fazendo com que a conducao seja dificultada ou facilitada, o que
resulta em uma resisténcia direta e inversa, completamente diferentes. Nesse
processo o diodo conduz em um sentido mas nao no outro, como mostra
a Fig. BI3, onde a corrente cresce rapidamente para o potencial positivo,
e praticamente nula para tensao inversa. Nessa mesma figura se observa
a tensdo de ruptura inversa, acima da qual o diodo rompe. A Fig. BI3
mostra os simbolos do diodo semicondutores e a designagao da polaridade dos
mesmos.

Banda de
Condugao

Nivel de

Doadores Nivel de

Receptores

Banda de
Valéncia

Camada de
depleccéo

Figura 5.12: Junc¢ao p-n e diagrama de niveis dos doadores e receptores.
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Figura 5.13: (a) Curva caracteristica de uma jungao n-p, formando um diodo
semicondutor, (b) Simbolos do diodo.

5.4.4 Supercondutores, Teoria BCS

A temperaturas muito baixas, da ordem de alguns graus K, alguns ma-
teriais apresentam a propriedade da supercondutividade. Esta propriedade foi
descoberta em 1911 por Kammerling Onnes em Leiden na Holanda, ao estu-
dar a variagao da resistividade do mercurio em funcao da temperatura. Nas
proximidades da temperatura de 4, 15 K a resistividade cai a zero, como mos-
tra a Fig. BId(a). Essa temperatura é chamada de temperatura critica. O
processo pelo qual ocorre a supercondutividade s6 foi explicado pela teoria da
supercondutividade desenvolvida em 1957, por Bardeen, Cooper e Schrieffer,
que valeu o prémio Nobel. Nessa teoria, chamada de BCS, a superconduti-
vidade é explicada pela interagao dos elétrons e a rede cristalina através de
fénons. O par elétrons denominados (par de Cooper), possui energia inferior a
dos dois elétrons livres. Quando esses dois elétrons se movem ao longo do cris-
tal, produzem uma perturbagdo momentanea dos ions da rede. A interacdo
entre os elétrons do par pode ser melhor entendido através da Fig. 6Id(b).

Considerando que um dos elétron perturba instantaneamente os ions
ao passar por eles, deformando a rede, o segundo elétron é entao atraido por
essa regiao positiva. A ligacdo efetiva entre os dois elétrons, que ocorre nesse
momento da interacao com a rede, exige uma energia minima para dissociar
o par de elétrons. A baixas temperaturas, o par de elétrons se movimenta
insensivel as colisoes, permitindo a existéncia de corrente com resistividade
nula, ou seja, sem atrito. Atualmente existe uma pesquisa muito intensa
no sentido de produzir materiais supercondutores com temperatura critica
elevada. Em 1986 K. Alex Muller e J. George Bednorz descobriram uma
classe de materiais supercondutores com temperatura critica acima de 120K.
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Figura 5.14: Supercondutividade, (a) grafico obtido por Kamerlingh Onnes da
resisténcia do mercirio em funcao da temperatura, mostrando a
diminuta resisténcia & temperatura critica; (b) formagao de um
par de Cooper, elemento fundamental da teoria BCS da super-
condutividade, mostrando a interacao entre elétrons através de
um fénon ou quantum acustico.

Efeito Josephson

A associagao de dois supercondutores, formando uma jungao através de
uma pelicula de isolante elétrico, usualmente alguns nandémetros ~ 10 A de
espessura, formam uma Juncao Josephson, desenvolvida em 1962 por Brian
Josephson. O estudo desta jungao levou a estudar o efeito de tunelamento
dos pares de Cooper mesmo que nao haja tensao aplicada a jun¢do, conforme
mostra a Fig. BT3. Quando nao se aplica uma tensao a juncao, a corrente
de pares através da mesma até a corrente critica depende da temperatura
e do campo magnético. Por outro lado quando se aplica uma diferenca de
potencial continua, a corrente de pares de Cooper oscila com uma frequéncia
que depende da tensdo aplicada através da equagdo f = 2eV/h. Quando a
tensao aplicada ¢ alternada, se observa que a frequéncia de oscilagao dos pares
de Cooper pode tornar-se ressonante com a frequéncia da tensao aplicada,
aparecendo uma tensao continua entre os pares da jungao. Existem intimeras
aplicacoes desta jungao, desde padroes de medida de tensao até memérias, mas
sob o ponto de vista da fisica basica, destaca-se a possibilidade de medida da
relagdo e/h com grande precisdo. A unidade de tensdo pode agora ser definida
com sendo a tensao necessaria para produzir a frequéncia de 483.597,9 GHz
na juncao Josephson. Sob a agao de campos magnéticos externos, as juncoes

© Claudio Graga 125



Capitulo 5 Eletromagnetismo

apresentam diferentes estados de equilibrio que permite utilizar a juncao como
memoria.

Barreira Isolante

iz |
7" Par de Cooper | ¥ | Par de Cooper

X X

|| ¥
Supercondutor Supercondutor

Figura 5.15: Circuito destinado a analisar uma juncao Josephson.

5.5 Fontes de Forca Eletromotriz

A chamada forga eletromotriz fem, em si, é qualquer mecanismo de
transporte de cargas no sentido oposto ao campo elétrico, gerador de uma
diferenca de potencial. Um dos exemplos mais simples é a geragao de carga
eletrostatica por atrito que ocorre no gerador de Van der Graaff, em que é
necessario aplicar uma forga para movimentar a correia que transporta carga
elétrica no sentido contrario ao campo elétrico. O termo fem pode levar a
uma certa confusao, pois nao se trata de uma fonte de forga e sim uma fonte
de energia. Quando se pensa em fontes de fem, existem varias possibilidades,
desde baterias que convertem energia quimica em eletricidade até células so-
lares que convertem diretamente energia solar em fem. Além desses, existem
os tradicionais geradores elétricos que a partir de calor, obtido da queima do
carvao do gds ou mesmo da energia nuclear produzem fem.

5.5.1 Baterias Acido Chumbo

Quando se colocam dois eletrodos de diferentes metais em um banho
acido, produz-se uma diferenga de potencial através desses dois polos. A
bateria produz uma voltagem pela reagao quimica entre as duas placas, ou
eletrodos colocados no eletrélito. No caso das baterias dcido chumbo, utili-
zada nos automéveis, a placa positiva é feita de didéxido de chumbo (PbO),
enquanto que a placa negativa é feita de chumbo metdalico (Pb) também cha-
mado chumbo esponja. O &cido é uma mistura de dcido sulfirico e dgua,
também denominado dcido muridtico. Na Fig. BI8(a) pode-se observar uma
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dessas células capaz de produzir 2,1 volts. O eletrélito é uma mistura de
36% de &cido sulfirico (H2504) e 64% de dgua destilada (H30). As baterias
devem possuir uma densidade especifica de 1,270 a 20°C' quando totalmente
carregadas. A medida da densidade do eletrélito permite verificar a carga da
baterias. Na Fig. BI0(b) se observa, movimento de {ons, quando circula uma
corrente elétrica.

D ;

| — ]
PbO : Pb : @ P
; Eletrélito -@
(a) (b)

Figura 5.16: Bateria dcido chumbo; (a)esquema de uma célula dcido-chumbo;
(b) movimento de ions entre as placas da célula dcido chumbo,
(H2SO4 — PV).

O eletrdlito, dentro da bateria, é uma solucao de acido e agua, na qual
as moléculas separam-se em fons positivos, HT e negativos SOi_. Os ions
negativos combinam-se com o chumbo do eletrodo positivo formando o sulfato
de chumbo (PbS0y),

SO3™ + Pb — PbSOy4 + 2¢™.

Nesta reacao se liberam dois elétrons, fazendo com que o potencial do eletrodo
negativo diminua. Quando os eletrodos da bateria sao ligados a uma carga,
os elétrons que chegam ao eletrodo positivo combinando-se com o diéxido de
chumbo e o 4cido sulfirico do eletrélito, produzindo dgua e sulfato de chumbo,
diminuindo dessa forma a concentracao de acido,

SO3™ 4+ PbOy +4H™ + 2¢~ — PbSO4 + 2H-0.

As reagoes acima sao reversiveis, sendo possivel recarregar a bateria com uma
corrente inversa. Os elétrons entram no eletrodo negativo e saem do eletrodo
positivo. Dessa maneira, as reagoes nos eletrodos sao respectivamente,

PbSO4 +2H20 — SO;~ + PBOy +4H ' + 2¢™,

PbSO,4 +2¢~ — SO3™ + Pb.
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A concentragao de dcido aumenta e o sulfato acumulado nos eletrodos desa-
parece, o que constitui a carga da bateria. A fem de uma célula deste tipo
de bateria é de 2,1V, mas a medida que ocorre a descarga, a fem vai dimi-
nuindo até atingir 1,8V, quando a bateria deve ser recarregada. Devido a
evaporagao, pois a bateria também aquece é necessario medir a densidade do
eletrélito utilizando um densimetro e se considera que uma bateria deva ser
recarregada quando atinge uma densidade inferior a 1,230 que corresponde
a 75% da carga. No caso das baterias seladas, o densimetro é incorporado a
uma das células e através de um cédigo de cores indica o estado de carga.

5.5.2 Outras fontes de fem

Além dos geradores elétricos, cujos principios estao baseado na indugao
magnética, e as baterias e pilhas elétricas, podem-se citar trés outros gera-
dores, que fazem parte do nosso dia a dia.

e (Célula Fotovoltaica

A célula fotovoltaica ou célula solar pode ser considerada com um diodo
de silicio de grandes dimensoes. Quando o Si é dopado, pode ser formar
o Si do tipo p e silicio do tipo n. Um diodo é formado por duas camadas,
uma do tipo p e outra do tipo n, com é mostrado na Fig BT2. Os elétrons
se difundem para a camada p, formando uma barreira de potencial,
ou um campo elétrico, que permite que a corrente elétrica tenha uma
direcao preferencial. Este campo elétrico permite a separacao de elétrons
de buracos, criados pela absor¢ao da luz solar. Quando os elétrons e
buracos saos separados pode-se extrair energia do circuito. As células
solares, como as mostradas na Fig. B4, sao utilizadas como fontes de
energia elétrica alternativa, especialmente em locais longinquos, como
satélites, estagoes de radiobase, radares em estradas, sinalizagao através
de fardis etc.

Figura 5.17: Células fotovoltaica e principio de funcionamento

Energia | Banda de condugédo |

[y
I;q +—Foton
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oburaco

selétron

Banda de valéncia

e Termopar O termopar é baseado no efeito Seebeck, ilustrado na Fig.
BT7 em que um par de diferentes condutores ou semicondutores, formam
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uma jung¢ao que mantida a uma temperatura alta, produz uma diferenca
de potencial, proporcional a diferenga de temperatura entre a jungao
e o ambiente. O efeito Seebeck foi observado pela primeira vez em

Niguel-cromo

o Efeito Seebeck T, T,
300 12,2 mv s AV I — I
AT AV
AmTérro-niquel ®) (©)

Figura 5.18: Esquema de um termopar mostrando:(a) Termopar de NiCr-
AINi; (b) Definicao do efeito Seebeck, S; (c) que a diferenca
de potencial gerado depende da temperatura e do tipo de par
dos metais utilizados.

1821 quando o fisico T. J. Seebeck estudava fenomenos termoelétricos
e pode ser demonstrado facilmente em um circuito, mostrado na Fig.
bR formado por dois condutores metalicos diferentes A e B, quando as
duas jungoes estao a temperaturas diferentes T'1 e T'2, no circuito circula
uma corrente I produzida por uma forca eletromotriz cuja grandeza
é diretamente proporcional a diferenca de temperatura entre as duas
jungoes:S = Z.

Figura 5.19: Esquema de observacao do efeito Seebeck.

e Microfones

Os microfones sao transdutores que detectam um sinal sonoro e pro-
duzem uma imagem elétrica do som, ou seja, produzem uma corrente
proporcional ao sinal sonoro. Os microfones mais comuns estao na Fig.
620, na qual se pode observar o principio de funcionamento. No micro-
fone dinamico, nos mostra uma bobina que se move, solidaria a uma
membrana, dentro de um campo magnético, produzindo uma corrente
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elétrica analoga ao som que a movimenta. No caso do microfone capa-
citivo, a membrana ao movimentar-se altera a capacidade, produzindo
uma corrente no circuito. No caso do microfone de cristal, devido ao
efeito piezoelétrico, a compressao produzida por uma membrana sobre
o cristal produzird a corrente elétrica.

M

.-"i"l.-'r".
Dinamico Capacitivo Cristal

Figura 5.20: Fundamento da geracao de eletricidade pelos microfones

5.6 Aplicacoes Cientificas e Tecnolégicas

5.6.1 Chuveiros e Aquecedores com Acumulagao

Um dos aparelhos elétricos mais populares na nossa sociedade é o chu-
veiro elétrico, especialmente na regiao sudeste e sul tornou-se um aparelho
doméstico indispensavel a vida didria da familia. Imaginando uma situagao
ideal em que cada familia do sul e sudeste tivesse um chuveiro de 5 kW, para
uma estimativa de 25 milhoes de moradias seria necessiria uma poténcia ins-
talada de 125 GW, bem maior do que a poténcia total instalada para todo o
pais. Assim o seu custo individual, de algumas dezenas de reais, nao reflete a
necessidade de investimento para o seu funcionamento.

No nosso pais, existem muitas solucoes energéticas ainda pouco popu-
lares. Uma delas é o aquecimento de dgua por energia solar, cuja viabilidade
deve ocorrer quando os financiamentos da casa propria, mesmo populares,
incentivarem o seu uso, pois as energias alternativas dependem de politicas
publicas. Além do problema da poténcia instalada ser muito grande, o uso do
chuveiro apresenta muitos problemas, mas o principal é a sua falta de segu-
ranga. Faga-se uma enquete entre amigos para verificar quem ainda nao sofreu
um pequeno choque ao girar a torneira da ducha. Qual a solu¢ao? Uso de
duchas com resisténcia blindada? Sim, esta é uma solugao para a seguranca
individual, que deveria ser obrigatdria e o é na maioria dos paises. Mas nao é
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uma solugao energética, pois ainda continuaria uma demanda absurda, bem
na hora do banho.

A solucao mais simples, além do uso da energia solar, é a do uso de
aquecedores com acumulagao (boilers), de pequena poténcia que acumulam
agua quente durante todo o dia para ser usada nas horas de banho, podendo
inclusive serem programados para sé aquecer durante a noite quando a tarifa
da energia elétrica é menor. A energia consumida para o banho em uma
moradia média de 4 pessoas pode ser avaliada como sendo, W =4 x 0,25 h x
5 kW = 5 kWhora/dia, ou seja um pequeno boiler de 40 litros com uma
resisténcia de 500W aquecendo durante 10horas poderd fornecer essa energia,
com uma demanda menor, e o que é melhor, um fator de demanda mais
civilizado.

5.6.2 Efeitos Fisioldgicos da Corrente Elétrica

Os circuitos elétricos devem ser tratados com grande cuidado, pois os
riscos do choque elétrico estdo sempre presentes. Além de sensagbes desa-
gradaveis, pode ocorrer o dano fisico até mesmo a morte. Em geral, apesar
de associar-se o risco a diferenga de potencial, é o valor da corrente o que
determina o tamanho do dano biolégico. Um dos exemplos deste fato estd
relacionado com a eletrizacao por atrito. Em dias frios e de baixa umidade
ocorre a acumulacao de carga elétrica no corpo, produzida pelo atrito com
tapetes e mesmo roupas de nylon. Ao tocar um objeto metélico, como o
trinco de uma porta, ocorre uma descarga elétrica cuja sensacgao fisica é de-
sagradavel. Algumas vezes sao produzidas pequenas faiscas, o que demonstra
a existéncia de potenciais de milhares de volts. Exceto pela sensacao desa-
gradavel, nao ocorre nenhum dano. Por outro lado, mesmo com tensoes muito
baixas de 30 a 50 volts, mas em condigbes em que a corrente elétrica atinge,
no corpo, valores superiores a 50 mA pode ocorrer a fibrilagdo e acima de
5 A, pode levar a parada respiratéria. A seguranca com instalagoes elétricas
estd diretamente relacionada com a existéncia do fio terra, especialmente nos
aparelhos nos quais exista alta tensao, como microondas, ou dgua como no
caso dos chuveiros, maquinas de lavar e refrigeradores, observem que todos
os fabricantes fornecem estes equipamentos com fio terra!
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5.7 Questoes, Exercicios e Problemas

1. Calcule a velocidade de deriva para os elétrons de um condutor de
0,1 mm de didametro feito de ouro e percorrido por uma corrente de
100 mA.

2. Neste més a conta de luz de um apartamento foi de R$120,00. Conside-
rando o custo da eletricidade de R$0, 30 por kW hora e a tensao da rede
220 V: a) quantos elétrons passaram pelo contador de luz? b) Discuta
a sua resposta tendo em vista que os elétrons realmente nao fluem como
um liquido em uma tubulacao.

3. Um condutor de Ni-Cr de 0, 5mm de diametro com 1m de comprimento
estd ligado a uma bateria de 24 V: a) que corrente passa pelo condutor,
quando ele estd a 400 °C? b) Qual a poténcia térmica gerada pelo
condutor?

4. Um estudante encontra no laboratoério de eletricidade um conjunto de re-
sisténcias elétricas de 100 €2, com diferentes tamanhos, de 1/8, 1/4, 1/2, 1,
e 2 W. Qual a corrente maxima que o estudante deve permitir que passe
em cada resisténcia?

5. a) Qual é a resisténcia de uma lampada de farol de automdvel, com
40W, usada com bateria de 12 V. b) Qual deve ser a caracteristica do
fusivel que protege esta lampada?

6. Obtenha o valor maximo da fungao para a poténcia na Eq. e mostre
graficamente que o resultado R = r, é um méximo da funcgao.

7. Uma bateria de 3 V produz uma corrente de 1,99 A quando conectada
a uma resisténcia de 1,5 €. Qual é a resisténcia interna da bateria?

8. Um aquecedor de dgua é sempre constituido por uma resisténcia elétrica,
formada por um condutor elétrico, blindado, cuja forma facilita a trans-
missao de calor. Supondo que um aquecedor de dgua deva possuir uma
poténcia de 4000 W, como no caso dos chuveiros e funcionar em 220 V'
responda as questoes. a) Qual deve ser a resisténcia do elemento calefa-
tor? b) Qual é a corrente que deve circular no mesmo? c¢) Considerando
que o elemento calefator é feito de uma liga de Ni-Cr (tabela E2), qual
deve ser o comprimento do condutor sabendo que foi construido por
um condutor de 0,5 mm de didmetro? d)Considerando que o custo
da energia elétrica seja de R$0,30 por kW hora, qual serd o custo de
aquecimento por minuto de funcionamento deste aquecedor?
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9. Uma das fungoes mais utilizadas para o diodo semicondutor é a de reti-
ficador; explique o seu funcionamento utilizando a curva caracteristica,
presente na Fig. bI3.

10. No capitulo da Lei de Gauss, aplicada a eletrostatica, foi possivel pro-
var que a carga elétrica em um condutor estd totalmente localizada
na superficie do mesmo. Isso quer dizer que a corrente circula em um
condutor sobre a sua superficie?

© Claudio Graga 133



Capitulo 5 Eletromagnetismo

© Claudio Graga 134



CAPITULO O

Campo Magnético

Em 1600 William Gilbert of Colchester(1504-1603) publicou “De
Magnete” o primeiro livro que identificou as forcas magnéticas; consta que
era médico da rainha da Inglaterra e recebeu desta a incumbéncia de investi-
gar os efeitos curativos dos imas...

6.1 O Campo magnético

A existéncia de forgas magnéticas entre imas foi observada ja na Grécia
antiga, na regiao da Magnésia, dando a origem ao termo magnetismo. A
formacao dos imas naturais, as ferritas ou éxidos magnéticos, é consequéncia
do processo de formagao da crosta terrestre, pois os minerais ao se solidifica-
rem guardam uma memoria do campo magnético terrestre, alguns mais do
que outros dependendo da sua estrutura cristalina. Um desses casos é o da
magnetita, um mineral magnético formado pelos 6xidos de ferro I e IIT (FeO,
Fes03) cuja férmula quimica é Fe3Oy, conhecida como um dos fmas naturais
mais fortes e j& utilizado por Arquimedes na Grécia antiga, (~ 200 AC). A
magnetita, quando aquecida a uma temperatura superior a 550°C, adquire a
estrutura da hematita (Fe20O3). A magnetita é a pedra-ima mais magnética
de todos os minerais da Terra, e a sua existéncia permitiu a fabricacao de
bussolas.

A introdugao do uso da bussola, no ocidente, é atribuida a Marco Polo,
que a trouxe da China onde parece ter sido desenvolvida durante a dinastia
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Qin (200 AC). E reconhecida a sua importancia para o sucesso das grandes
navegacoes que resultaram no descobrimento da América e dos novos caminhos
para o Oriente. Os fundamentos do uso da bussola e a descricao do campo
magnético terrestre s6 apareceu no livro De Magnete em 1600 escrito pelo
médico inglés William Gilbert. Nesse livro, além da exploragao do caracter
vetorial do campo magnético, existe a diferenciagao das forcas magnéticas das
da eletrostética. O estudo do funcionamento da bissola permitiu mostrar que
a terra possui um campo magnético semelhante ao de um ima de barra ou
seja de caracter dipolar. Também observou, Gilbert, que os polos dos imas
sao inseparaveis e que as forgas entre polos podem ser atrativas entre polos
diferentes (N-S) e repulsivas entre polos iguais (N-N e S-S). A designacao dos
polos, por norte (N) e sul (S) pode levar a uma pequena confusdo no uso
da bussola pois os polos geogréficos norte e sul sdo na realidade polos sul e
norte magnéticos, respectivamente. O médulo dos campos magnéticos, desde
0 campo terrestre até o campo do ntcleo atémico, tém uma ampla variagao,
conforme se pode observar na tabela G

Tabela 6.1: Campos magnéticos tipicos.

Local magneticamente blindado 10°%T

Na superficie terrestre ~50pT

De um pequeno ima de barra 0,01T

Necessério para saturar o ferro 2T

Maiores campos produzidos por correntes cC: 40T
pulsadas: 800 T

No niicleo atémico 103 T

Campo magnético numa estrela de néutrons 102 T

A origem do campo magnético sé comecou a ser entendida realmente
nas primeiras décadas do século XIX, especialmente depois que Hans C. Oers-
ted descobriu que a corrente elétrica altera a orientacao da bussola criando
campos magnéticos. Esse estudo pode ser repetido utilizando-se uma brssola
e um solenoide para gerar o campo magnético.

A Fig .5 mostra algumas das caracteristicas do campo magnético pro-
duzido por um ima de barra, analisado com pequenas biuissolas colocadas em
torno do ima. Nessa figura as linha, continuas, entrando no sul e saindo no
norte, representam uma das linhas de indugao magnética cuja caracteristica
principal é serem continuas e fechadas, passando portanto por dentro do ima.

A outra caracteristica importante do campo magnético, é o seu médulo,
e para conhecé-lo, é necessario medir a forca magnética que atua sobre cargas
elétricas em movimento dentro do campo magnético, por exemplo, medindo a
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1%)
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Figura 6.1: Linhas de campo magnético em torno de um ima construidas a
partir das observagoes da dire¢do do campo magnético, feitas com
uma bussola.

forga sobre um condutor percorrido por corrente elétrica. Experimentalmente
observa-se que o médulo da forga magnética possui as seguintes propriedades:

e ¢é proporcional a corrente elétrica ou valor da carga elétrica em movi-
mento;

e atua sobre uma carga em movimento e é proporcional ao valor da carga,
ao médulo da velocidade da particula e ao dngulo entre o vetor veloci-
dade e o campo magnético; quando v e B forem paralelos, a forca é nula
e quando forem perpendiculares é maxima);

e ¢éortogonal ao plano formado pelos vetores velocidade e campo magnético.

A observacao experimental desses fatos pode ser resumida na seguinte ex-
pressao vetorial para a forga magnética produzida por um campo magnético
vecB, que atua sobre uma particula de carga elétrica ¢ que se desloca com
velocidade v

F = qv x B, (6.1)

em que U X Béo produto vetorial desses vetores.

A medida experimental da forga magnética permite determinar o campo
magnético e demonstrar que o mesmo atua somente sobre cargas em movi-
mento. Uma consequéncia disso é que a interagao de campos magnéticos
com materiais magnéticos, como a bissola é em realidade devida a interacao
de um campo magnético com o movimento de cargas elétricas atdmicas nos
materiais.
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O campo magnético é medido, preferencialmente, utilizando duas uni-
dades, o Tesla (T) no SI ou o Gauss (G) no CGS. O Tesla é definido por:

N N J
Cms=!  Am  Am?’
Por ser uma unidade muito grande, em relacao aos campos magnéticos usuais,

como se pode observar na Tabela B, o gauss é ainda muito utilizado, 1 G =
1074 T.

T

6.2 Cargas Elétricas em Campo Magnético

As forcas capazes de movimentar cargas elétricas sdo uma composicdao
de forcgas eletrostaticas e de forcas magnéticas, cuja composi¢ao também de-
nominada de forga eletromagnética, ou forca de Lorentz cuja expressao
genérica é:

F=q(E+7VxB). (6.2)
Ao contrario das forcas elétricas que aceleram a particula na direcao do campo,

fazendo variar a sua energia cinética, a forga magnética sé é responsavel pela
alteragao da direcao de movimento, sem alterar a energia cinética.

As diregbes relativas da forga, velo- F B
cidade e campo magnético sao dadas F /
pela chamada regra da mao direita, que B

se relacionam através da definicao do } v
produto vetorial, ou seja, a forca de-

pende da designagao do sistema de re- v

feréncia como nos mostra a Fig. B2,

no qual o vetor velocidade, ao girar Figura 6.2: Triedro direto
no sentido contrario aos ponteiros do definindo a direcao da forga
relégio, encontra o campo, definindo o magnética

chamado triedro direto ou triedro de
Frenet-Serret.

As cargas elétricas, sob a acao de campo elétrico, alteram a sua velo-
cidade na direcao do campo enquanto que, sob a agao do campo magnético
sofrem o desvio do vetor velocidade, sem alterar o seu médulo, pois a forca
magnética é sempre normal ao vetor velocidade.

A aceleragdo de uma carga elétrica ¢, cujo portador possui massa m,
sob acao de um campo magnético B', pode ser escrito em termos da segunda
lei de Newton:

TxB=—é + —én. (6.3)
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A velocidade de uma particula
é sempre tangencial a sua tra-
jetoria e a cada ponto dessa tra-
jetéria pode-se associar um trie-
dro direto, com o versor tangen-

cial na mesma direcao da velo- Trajetéria /

cidade e o vetor normal a tra- >

jetoria, na direcao do centro de

curvatura. O versor binormal é

perpendicular ao plano formado Figura 6.3: Movimento de uma carga
pelos vetores tangencial e nor- num campo magnético, observando-se
mal. Na Fig. B33, observam-se os trés versores; o tangencial é; o nor-
esses trés versores. mal a trajetoria é, e o binormal éy.

O produto vetorial gera um vetor perpendicular ao versor tangencial, portanto
dv
v — (),

{ dt 2 (6.4)

Como consequéncia, o efeito do campo magnético é mudar a diregao do vetor
velocidade, conforme nos mostra a Fig. 64. .

Quando uma carga ¢ sofre um deslocamento dl, durante um intervalo
de tempo infinitesimal dt, que vale di’ = vdt, o trabalho realizado pela forca
de Lorentz serd

— —

dW = F -dl = ¢(E + 7 x B) - #dt = E - vdt, (6.5)

pois (7 x B) -7 =0.

Como consequéncia verifica-se que o trabalho associado a forca de Lo-
rentz deve-se somente ao campo elétrico pois o campo magnético nao rea-
liza trabalho, pois a for¢a magnética é sempre perpendicular a velocidade da
particula. A poténcia ou trabalho por unidade de tempo (poténcia), associada
a forca de Lorentz depende unicamente do campo elétrico, pois

aw =
_— = E . _’. .
el 1O (6.6)

Exemplo 6.1

Movimento de uma particula de massa m e carga ¢ em um campo magnético
uniforme

Solugao
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Neste exemplo, apresentado na Fig. B4, o campo magnético é normal
ao plano da folha e o vetor velocidade é normal ao mesmo no sentido indicado.
Supondo que o sistema de referéncia, indicado na figura, o campo magnético
possui a direcao do eixo z, e o vetor velocidade terda a direcao do eixo y.

Da expressao do produto vetorial, B, se pode deduzir que a forga tomard a
direcao do eixo .

|V
+ + + + + + + + 4|+ +
++++a-r'-F'H-\+\++ +
+ + ++ I TS y
/ R
o+ O+ N4 +ﬁ|'- +\a+ +
------ S -4
+ + M o+ o+ o+ o+ + +
\ y, X
+ + N+ + + + ++ +_+
~ s ~_ B
— -
+ + + + + + + + + + +

Figura 6.4: Movimento circular de um portador de carga com massa m e

carga ¢, colocado num campo magnético normal a velocidade do
mesmo.

Considerando que a forca magnética, responsavel pelo movimento circular, é
a propria forga centripeta,

muv
FB:FC: R ’
mu
R=—
qBsenf

Neste caso, particular, em que § = w/2 e o campo B é constante, pode-

se escrever o raio de curvatura como uma constante relativa ao movimento

circular uniforme:
muv

r:qu.

O médulo da velocidade angular

v_4B

r m

é idéntico para todas as particulas com a mesma relagdo carga/massa. O
movimento circular terd um periodo dado por:

7= o™
v qB
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O movimento de uma carga g colocada num campo B, uniforme e
constante no tempo, sem campo elétrico no mesmo espaco, € caracterizado
por uma aceleracao sempre ortogonal a sua velocidade. Como o médulo da
velocidade é constante, resulta que:

Isso mostra que a energia cinética da particula serd constante, portanto a
poténcia devida a forga magnética serd sempre nula.

Exemplo 6.2
Movimento circular e helicoidal de particulas com carga elétrica em um campo
magnético
Solugao

Supondo o exemplo em que o campo magnético tenha a direcao dada
unicamente na direcao x, ou seja B = Bi e o vetor velocidade inicial dado
por U, = Uzt + voyj' + vazl%. O movimento na direcdo do campo magnético
sao serd alterado, mantendo-se o uniforme com velocidade igual a v,;. No
plano yz ocorrerd um movimento circular que, composto com o movimento
uniforme na dire¢cao do campo magnético, resultard em movimento helicoidal.
A forga magnética serd dada por:

. vk .
F=q| vo Voy Voz | = qvosz - q'onBk,
B 0 0

o que corresponde ao movimento circular no sentido contrario aos ponteiros
do relégio e as equacoes da trajetoria helicoidal podem ser escritas da seguinte
forma:

Figura 6.5:  Trajetoria heli-
coidal de particula em campo
magnético homogéneo.
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6.3 Forcas Magnéticas sobre os Condutores

Quando um condutor, percorrido por uma corrente, se encontra em uma,
regiao de campo magnético, os elétrons de conducao sofrem a agao de forgas
magnéticas resultando em uma forca sobre o condutor, que é a resultante
das forgas que atuam sobre as cargas elétricas, como se mostra na Fig. E8.
Apesar do movimento cadtico dos elétrons essa forga possui um valor médio,
que depende da direcao do movimento de deriva, devido a corrente elétrica.

B

Figura 6.6: Forgas magnéticas sobre um elemento de condutor dl e sobre um
elétron, quando o condutor é percorrido por uma corrente elétrica.

Supondo um elemento de condutor, de volume Adl, contendo dN elétrons
de condugao, pode-se calcular a forca magnética resultante sobre esses elétrons,
contidos no elemento, considerando que eles movem-se com a velocidade de
deriva 74, na dire¢ao da corrente convencional:

dF = q(vy x B)dN. (6.7)

O numero de elétrons, dN pode ser obtido, conhecendo-se ou calculando-se,
como no Exemplo 5.1, a densidade de carga n.[C'/m?] do condutor,

AN = n Adl, (6.8)

na qual A é a area transversal do condutor e dl o elemento de comprimento
do elemento de condutor. A for¢a magnética sobre o elemento serd entao:

dF = q(0; x B)n.Adl
qneAvg(dl x B)
= Idi'x B, (6.9)

em que, Ugdl = vqdl e considerando que I = gn.Avg. A forca total sobre o
condutor serd dada por:

F= J/dfx B, (6.10)
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No caso particular, quando o condutor for retilineo e o campo magnético
constante, formando uma angulo qualquer, 6, com o condutor, o médulo da
forga, sobre o mesmo, serda dada por:

—

F=1IL x B, (6.11)

com moédulo

F = ILBsen(0).

Exemplo 6.3
Forca sobre um condutor retilineo e circular, percorrido por uma corrente I,
produzida por um campo uniforme ortogonal ao plano do condutor.

Solugao

Neste exemplo aplica-se a Eq. 610 a um condutor semi-circular, como
o mostrado na Fig. 6B2. O condutor é formado de trés segoes, duas retilineas
de comprimento ”a”e uma central semi-circular de raio ” R”. O condutor esta
colocado no plano (yz) e o campo magnético é homogéneo e paralelo ao eixo
z,

B = Bi.

A corrente I circula na dire¢do do eixo y, como nos mostra a Fig. 6
e a forca sobre a parte retilinea é idéntica nas duas se¢oes, e como 0 versor

Az
P dl
I R I
— &l —
(R+a) ¢ R R * R+a ¥
F B
X F

Figura 6.7: Condutor com uma se¢ao semi-circular.

destas secoes é o préprio versor do eixo y ou, (df = dlj) resulta que a forca
sera igual a:
R+a

F=1 / (dlj) x (Bi) = —IaBk.
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Na parte circular, o vetor forga é tangente a cada elemento do circulo, portanto
dF = Idi' x B,
em que o versor é dado por,
di’= dlsenfj — dicosbk.

Como dl = Rdf, pode-se escrever a forga elementar como:

—

dF = I[(Rsenfdfj— RcosfdOk) x (Bi)]
— —IRBsenfdfk + IRBcos0do).

A integral desta forca resultard nas duas componentes da forga, portanto

K

—IRBk / senfdd + IRBj / cosfdf
0 0

F

—

F = —2IRBk.

Em virtude da simetria da parte semicircular do condutor, verifica-se que
a forca resultante sobre o mesmo nao possui componente na direcao y. O
resultado, deste exemplo, também pode ser aplicado a um condutor circu-
lar compreendido por um angulo qualquer 6, bastando alterar o limites da
integral. Outro resultado interessante deste exemplo é o fato de que a forca
resultante sobre a parte semi-circular é idéntica a que atuaria sobre um condu-
tor retilineo de comprimento 2R colocado sobre o eixo y, o que vem a ser a
projecao do semi-circulo sobre esse eixo.

6.3.1 Torque sobre espiras e bobinas

Um condutor, formando um circuito fechado, por exemplo, de forma
circular ou retangular, é denominado de espira de corrente. Um conjunto de
espiras idénticas é denominado de bobina.

Considerando uma espira retangular de lados a e b, como a da Fig. B3,
percorrida por uma corrente elétrica e mergulhada em uma regiao de campo
magnético B. Sobre os quatro lados da espira, aparecerao forcas magnéticas,
cujas caracteristicas podem ser observadas nas duas vistas da Fig. BEX. As
quatro forgas sao iguais e opostas duas a duas, F se anula com 15:3 e Fy anula
F_’;;, ou seja, a resultante de todas as forgas é nula.

Como, apesar, das forgas ﬁl e F‘;g serem opostas e iguais nao sao coli-
neares originando, como consequéncia, um bindrio que faz a espira girar em
torno do seu eixo. Essas forcas que formam o binario tém médulos dados por,

Fl :nglBa. (612)
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De acordo com a Fig. B8, o momento do binario é dado por,
7 = I Babsen#, (6.13)

em que 6 é o angulo entre a normal ao plano da espira e o campo magnético.
Dessa maneira pode-se escrever o momento do binario na forma vetorial,

—

T=mx B, (6.14)

em que m = Iabn é definido como o momento magnético da espira. No caso
das bobinas, formadas por N espiras de mesma area, o momento magnético
serd dado por:

m = Nlabn. (6.15)

A expressdo do torque sobre uma espira, Eq. B4, em conjunto com a de-
finicdo do momento magnético, nos mostra que a interacdo entre uma espira,
percorrida por corrente, e um campo magnético é idéntica ao tratamento que
se daria a interagao entre um ima de momento magnético m e um campo
magnético. Esta observagao nos permite analisar a verdadeira natureza dos
imas, relacionando-a com a existéncia dos momentos magnéticos atéomicos e
nucleares.

I s _/x -\\.e_ -
N ’a S Al b S
734’ <
F—» o
PO /o F,

Figura 6.8: Momento angular produzido sob uma espira retangular percor-
rida por uma corrente colocada dentro de um campo magnético.

Momentos Magnéticos Atomicos

Considerando que os elétrons atémicos, movimentando-se em torno do
ntcleo atémico, também podem ser considerados como formando espiras, cuja
corrente pode ser calculada por

Aq e

j=24__°
At 2nr /v’
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em que v é a velocidade orbital do elétron e 7 o raio médio de Bohr.

Pelo fato dessas espiras atomicas estarem sob o efeito do campo magnético,
produzido pelas outras orbitas, ou mesmo pelo campo magnético nuclear, so-
frerao a acao de um torque que altera a orientagao dessa espira, que pode ser
entendido como o efeito magnético de interagdo entre orbitais. O mddulo do
momento magnético orbital sera:

evr

2 )
que comparada com o momento angular orbital L = m.vr, resulta na ex-
pressao classica do momento magnético orbital:

me = [7‘(‘7"2 = (616)

2 e|L|

me = Imr® = (6.17)

2me
As oOrbitas atomicas sao quantizadas, em energia e em momento angu-
lar, portanto serd possivel aplicar, nesta mesma expressao, o momento angular
obtido da fisica quantica. Os momentos angulares de orbitais completos sao
nulos, e consequentemente também o sao os momentos magnéticos. Dessa
maneira, o momento magnético sera devido a soma vetorial do momento an-
gular dos elétrons desemparelhados e dos momentos magnéticos dos seus spin.
O spin, ou momento angular de giro do elétron em torno do seu proéprio eixo
é um conceito puramente quantico devido a um momento angular intrinseco,
S. Por semelhanca com o momento angular orbital, mas sem a defini¢ao de
uma corrente elétrica, pode-se definir o momento de spin como
e =
ms = ——2_5. (6.18)
m
No caso de atomos a soma dos dois momentos pode ser calculada pela soma
vetorial, J=L+Se por analogia, com a expressao classica do momento
magnético, 14, resulta o momento magnético total,

i = —g%f, (6.19)

em que a constante de Landé g também é denominada razao giro-magnética.
Como consequéncia desta definigao de momento magnético atomico, serd pos-
sivel estudar as propriedades magnéticas da matéria unificando o estudo do
magnetismo material com o produzido por correntes elétricas.

6.4 Aplicacoes Cientificas e Tecnoldgicas

Tanto as aplicagoes, cientificas como as tecnoldégicas, do movimento
de particulas em campos magnéticos sao muito variadas. O televisor o mo-
nitor de computador e a méaquina de corte a plasma, constituem algumas
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das aplicacoes tecnoldgicas ja bem difundidas. Também o espectrometro de
massa, os aceleradores de particulas e o confinamento magnético de plasma
constituem algumas das aplicacoes cientificas bem conhecidas. Em todas essas
aplicagoes utilizam-se fontes de particulas, como os canhoes de elétrons, se-
letores de velocidade e tubos aceleradores, componentes fundamentais desses
equipamentos.

6.4.1 Seletor de velocidades

Um seletor de velocidades é um dispositivo capaz de filtrar particulas de
uma determinada velocidade podendo ser construido pela a associacao de um
campo elétrico e de um campo magnético perpendiculares, como nos mostra
a Fig. B9. Em principio a fonte de particulas possui uma dada distribuigao
de velocidades como, por exemplo, os elétrons produzidos em um filamento
aquecido, que possuem uma distribuicdo gaussiana. A condigdo para que
particulas de uma tinica velocidade v sejam selecionadas é necesséario utilizar
um seletor de velocidades, no qual as forcas elétrica e magnética se anulem,
como é mostrado na Fig. B9, portanto

quB = qF, (6.20)

portanto a fonte deixard escapar, sé particulas com velocidade

v==. (6.21)

& F Y % & &
Bo 5
B

®

— 1 | |e]|ele

ce® ® e+ . “e—» v=E/B
®

@
®
= = | ¢ @®| @
puiatas | Fa| 1 ® a\"{* v>E/B
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Figura 6.9: Principio de funcionamento de um seletor de velocidade para fons
positivos que possuam uma dada distribuicao de velocidades, for-
mado por um campo elétrico e um magnético.

® «~v<E/B
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6.4.2 Tubo de Raios Catddicos

A descoberta do elétron feita por J.J. Thomson em 1897 sé foi possivel
gracas a construcao do tubo de raios catédicos, como o que estd mostrado
na Fig. B10. O resultado final deste experimento que levou a descoberta do
elétron, foi a medida da relagdo carga-massa e/m dessa particula.

Neste tubo os elétrons, liberados por efeito térmico, em um filamento
F aquecido por uma fem &1, sao acelerados até a grade G pela diferenca de
potencial 5. Estes dois componentes formam o chamado canhéo de elétrons .
Ao abandonar a grade, os elétrons possuem uma energia cinética média dada

por
2

T = €&9. (622)

Ao entrar entre as placas paralelas, entre as quais existe uma diferenca de
potencial €3, que estabelece um campo elétrico, as particulas sao desviadas
para cima ou para baixo feixe de dependendo do potencial entre as placas. A
existéncia de um campo magnético B nesta regiao faz com que particulas de
uma dada velocidade v sejam capazes de atingir a posicdo O. Aplicando uma
diferenca de potencial e3, o feixe é desviado para a posicao P. Anulando-se
este efeito com o campo magnético, pode-se igualar as duas forcas opostas,

% = evB; %3 =vB, (6.23)
em que d é a distancia entre as placas. Utilizando a equacao E22, é possivel
eliminar a velocidade, obtendo-se

e €3

— = 6.24
m 2d2B252 ( )

Originalmente, este experimento nao utilizava, campo magnético, exigindo
portanto a medida do deslocamento OP que também permite a medida da
relagdo e/m.

O tubo de raios catédicos (CRT) é hoje utilizado em osciloscépios,
aparelhos de TV e monitores nos quais a deflexao eletrostatica é substituida
por deflexdo com campo magnético, utilizando um dispositivo conhecido por
“yoke” capaz de produzir os movimentos, vertical e horizontal.

6.4.3 Efeito Hall

O efeito Hall classico foi descoberto em 1879 por E.H. Hall e baseia-se
no desvio dos portadores de carga em um condutor percorrido por corrente em
funcao de um campo magnético, externo e normal ao condutor. Considerando
uma fita condutora, como a mostrada na Fig. EII, em que as dimensoes
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canhao de
elétrons
*
P
P

Figura 6.10: Tubo de Raios Catddicos em que F, é o filamento G, a grade
aceleradora O, o centro do ecran luminoso, e ¢;, as fontes de
tensao.

importantes sao a largura da fita d e a sua espessura ¢, com dimensoes, tais
que d >> t. A forga eletromotriz € permite fazer circular uma corrente I,
dentro de um campo magnético B normal a fita. A densidade de corrente
sera dada por

J = =i = nqiy, (6.25)

|~

em que A = d.t e Uy é a velocidade de deriva dos portadores de carga e n, a
densidade desses portadores. Se considerarmos que os portadores sao elétrons,
entao a carga serd negativa e a velocidade de deriva tera sentido contrario,
nao alterando portanto o calculo de forgas.

A for¢a magnética sobre os portadores de carga serd entao,

Fig = q(Ty x B) = qua(j x k) = qugi. (6.26)

A agao da forca magnética cria um acimulo de cargas, positivas na
parte superior e negativas na parte inferior da fita, criando-se um campo
elétrico, vertical, que compensa a a¢ao do campo magnético. Dessa maneira,
podem-se igualar as forcas elétrica e magnética que equilibram a distribuicao
de carga, da seguinte forma:

qF = qu4B . E=vy4B. (6.27)
Considerando a existéncia de um campo elétrico que promove o equilibrio das
cargas, gera-se uma diferenga de potencial Vi (fem Hall) dada por
J

Vi = Ed = v4Bd = ~— Bad. (6.28)
ng

© Claudio Graga 149



Capitulo 6 Eletromagnetismo

O valor do potencial Hall, justifica uma série de aplicacoes desse efeito, entre

| ¥y
€

Figura 6.11: Experimento para demonstrar o efeito Hall cldssico, através da
medida do potencial Hall, V.

elas, a medida de campo magnético. O efeito Hall pode ser aplicado na
construcao de um sensor de campo magnético e nesse caso o condutor leva
o nome de ponteira Hall. Para isso basta utilizar uma fita muito fina de
condutor e um micro-voltimetro para medir uma tensao Vg proporcional ao
campo magnético.

Existem outras aplicacoes préaticas como, por exemplo, a determinagao
do sinal dos portadores de carga e de outros parametros fisicos. Um desses
pardmetros é o chamado coeficiente Hall, (n%z)7 cuja determinagao é muito im-
portante no controle de qualidade de novos condutores e semi-condutores pois
dessa maneira se determina com grande precisao a densidade de portadores
de carga.

6.4.4 Espectrometro de Massa

O espectrometro de massa de 180, cujo esquema pode ser observado
na Fig. BI2 ¢é utilizado para medir com grande precisao massas atomicas.
Os fons, que depois de acelerados em um campo elétrico, por uma diferenca
de potencial V, entram em uma regiao em que um campo elétrico F; e um
campo magnético By, associados, que selecionam particulas com uma dada
velocidade v. Sé particulas com essa velocidade penetram em um campo
magnético B normal ao vetor velocidade, fazendo com que os fons se movam
em trajetoria semi-circular de raio R. O registro das massas é feito em um
detetor, em funcao do raio da trajetoria, que na versao original é formado por
uma placa fotografica .
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Placa
fotogrifica

Figura 6.12: Espectrometro de massa de 180° que consta basicamente de uma
fonte de fons, um seletor de velocidades e uma camara com
campo magnético homogéneo bem como um sistema detetor de
ions (placa fotogréfica) para determinagdo do raio da trajetéria
circular.

Os ions, com velocidade v e massa m, em movimento circular, sofrem
a acao da forga centripeta que é a forca magnética,

2

—— = quB. 6.29
7 = (6.29)
Consequentemente a medida da massa é uma funcao do raio da trajetoria,
BR
m =227 (6.30)
v

A velocidade é obtida a partir da expressao da energia cinética produzida no
campo elétrico acelerador pela diferenca de potencial V':

1 2qV
imUQ =qV; . v=4/ q? (6.31)

Introduzindo o valor da velocidade em termos do potencial acelerador, temos

a expressao da massa pra um ion acelerado por uma diferenca de potencial
V. 5
qB*R

m = . 6.32

2V ( )

A velocidade, v, dos ions deve ser mantida constante, para todos os ions de

diferentes massas, mas como em geral o espectro de velocidade da fonte i6nica
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possui uma distribuigao que depende do processo de ionizacao e aceleragao
¢é necessario utilizar um seletor de velocidade cujos campo magnético (B)
e elétrico (Es), sejam normais entre si, para selecionar, somente, fons que
apesar de possuirem diferentes massas, possuem uma unica velocidade v. As
forcas exercidas pelos dois campos terao diregoes opostas e definem uma dada
velocidade para a qual as particulas nao sofrem deflexao e penetram na regiao
de campo magnético B com velocidade v:
E;s
Fg, =Fp, =quBs =qE; . v= 5 (6.33)
S
Substituindo esta expressao da velocidade na equacao B30, encontra-se uma
expressao que mostra que as massas dependem linearmente dos raios das

trajetorias circulares de cada ion i:
B;
i = qB—R,. 6.34
mi = qB R (6.34)

Como consequéncia, no espectrometro de massa, mede-se para cada valor de
R;, a massa m;, por um trago na placa fotogréfica, como se observa na Fig.
613

182 429
131

130
128 126 124

Figura 6.13: Espectro de massa dos is6topos do xenonio obtido por um es-
pectrometro de massa.

Como indica a Fig. B3 o espectro de massa nos fornece duas in-
formagoes; a primeira, é o numero de isétopos existentes e a sua massa em
funcao de cada posicao de R; a segunda, e talvez a mais importante, é a
abundéancia relativa de cada is6topo. A anélise do espectro de massa torna-se
importante para a definir a composicao isotopica de uma amostra, de interesse,
tanto na fisica nuclear basica como aplicada, como por exemplo na datagao
radioativa, ou mesmo andlise quimica. O trabalho experimental de espectro-
metria de massa é baseado em dois padrdes o 0 e o 2C, dependendo da
area de interesse.
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6.4.5 Confinamento Magnético

A idéia do confinamento magnético é baseado no movimento de cargas
elétricas, tanto em trajetoria circular como helicoidal, em campos magnéticos
que restringem o movimento de particulas com a carga a essas trajetorias. Es-
sas seriam as formas mais simples de confinamento. O confinamento mais efe-
tivo pode ser feito utilizando a chamada garrafa magnética, uma conformacao
de campo magnético que pode ser obtido pela utilizacao de duas bobinas de
corrente paralelas. Na Fig. BEId observa-se esse campo que na regiao cen-
tral o campo é mais fraco e nos dois gargalos (da garrafa) o campo é mais
intenso. O movimento das particulas é helicoidal mas, como a intensidade é
varidvel, o passo da hélice também serd. Como se mostra na Fig. B4 as
particulas localizadas externamente, ao atingir o gargalo, sofrem acao de uma
forga que as reflete para o interior da garrafa. Esta for¢a vai diminuindo para
as particulas de hélice mais central e portanto ocorre a sua fuga pelo gargalo e
o confinamento nao é perfeito. Uma possibilidade de melhorar o confinamento
é utilizar um campo magnético toroidal Fig. 330, como se faz nas méaquinas
que estao sendo investigadas para o confinamento de plasmas nas pesquisas
sobre a fusado nuclear, os Tokamak.

Figura 6.14: Confinamento Magnético, utilizando uma conformacao de
campo denominado Garrafa Magnética (com dois gargalos).

Este efeito de confinamento pode ser observado nos cinturées de Van
der Allen, situados no campo magnético terrestre no qual, ficam confina-
dos prétons e elétrons dos raios césmicos. Os fons assim presos no campo
magnético terrestre oscilam em movimento helicoidal, como se mostra na Fig.
B3, atingindo uma maior densidade nos pdlos, pois 14 a intensidade de campo
é maior, emitindo radiacao eletromagnética de forma a formar-se a famosa au-
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rora boreal que nada mais é do que emissao de radiagao pelo plasma, nas cores
rosa ou verde, conforme a altura, na latitude do circulo polar.

Figura 6.15: Campo magnético terrestre com cinturoes de Van der Allen.

6.5 Questoes, Problemas e Exercicios

1. Obtenha a expressao da forca magnética que atua sobre uma carga
elétrica, com carga de 103e que se desloca com velocidade @ = 103745 x
102 [m/s] em uma regido com campo magnético B: a) com a mesma
direcdo do eixo x; b) B = 2i + 3j — 2k [T].

2. Descreva o tipo de movimento da carga elétrica do problema 1, levando
em consideracao as duas possibilidades, carga positiva ou negativa. Su-
gestao: decomponha o movimento, em relacao a cada um dos eixos
coordenados e planos, calculando as respectivas velocidades e raios da
trajetoria quando for o caso.

3. Um condutor semi-circular de raio R esta contido no plano yz e é percor-
rido por uma corrente I, sob a acao de um campo magnético, na diregao
positiva de z. Deduza a expressao da forca que atua sobre o condutor,
demonstrando que o seu mdédulo é idéntico a da forca que atua em um
condutor retilineo de comprimento 2R.

4. Um seletor de velocidades utiliza um campo magnético e um campo
elétrico valendo, 0,05 T e 10° V/m, respectivamente. Obtenha o valor
da velocidade de um elétron e um préton que possam sair do filtro.
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5. Um elétron, acelerado por uma diferenca de potencial de 50kV descreve
uma 6rbita circular, dentro de um campo magnético semelhante ao da
terra, de 60 uT. Calcule o raio da trajetoria, a velocidade angular e o
periodo do movimento.

6. A fem Hall é muito pequena, em geral da ordem de V. Utilizando uma
fita de cobre com largura, d = 1¢m e espessura, t = 0,01 ¢m, percorrida
por uma corrente de 20 A, calcule o valor do potencial Hall, V.

7. Um sensor de campo magnético muito utilizado é a ponteira Hall. Ex-
plique, como utilizando o efeito Hall, pode-se medir: a) o campo magnético;
b) a densidade de portadores de carga em um condutor.

8. Um condutor, percorrido por uma corrente de 5 A é enrolado na forma
de uma espira quadrada de lado 10 cm, é atravessado por um campo
magnético uniforme, normal ao plano do espira: a) calcule o valor das
forgas que atuam sobre os lados do condutor; b) faga um diagrama
dessas forgas; c) calcule o torque que atua sobre o condutor.

9. Considere uma bobina retangular formada de 100 espiras, percorrida por
uma corrente de 1 A, cujas dimensoes sao 5cm e 10cm respectivamente.
Calcule o torque maximo produzido por um campo magnético uniforme
de 0,57, atuando sobre esta bobina.

10. Uma bussola sempre tende a oscilar em movimento harmoénico amor-
tecido, ao indicar o campo magnético: a)faca um diagrama de forgas e
momentos e tente explicar porque aparece essa oscila¢do; b) conhecendo-
se o campo magnético médio no local em que se colocou a bussola,
como é possivel determinar o momento magnético da bussola medindo
a frequéncia angular de oscilagao da mesma?
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CAPITULO [

O Campo Magnético Gerado por Corrente Elétrica

André Marie Ampére foi professor de fisica, quimica e matemdtica e
apds a descoberta de Hans Christian Oersted, de que as correntes elétricas
produziam campos magnéticos, elaborou a teoria que leva o seu nome...

A existéncia de um campo magnético nas proximidades de um fio
condutor de corrente foi demonstrada por Oersted em 1820. Nessa experiéncia
ao colocar uma bussola nas proximidades de um condutor elétrico, verifica
que as linhas de forga s@o concéntricas ao condutor, com sentido em fungao
da diregao da corrente, como nos mostra a Fig. [. Nessa experiéncia é
muito facil observar que a intensidade do campo magnético decresce muito
rapidamente com a distancia ao condutor e que a diregao das linhas de campo
permanecem concéntricas ao condutor para qualquer distancia. Na mesma
Fig. [, se observa que a regra da mao direita nos mostra as direcoes da
corrente e campo magnético, conforme se pode comprovar facilmente com a
interpretagao da Lei de Biot-Savart.

7.1 Lei de Biot e Savart

A representacao espacial do campo magnético, gerado por uma corrente
elétrica pode ser feita supondo uma légica semelhante a lei de Coulomb, a
partir da Lei de Biot e Savart. Para aplicar essa analogia é necessario dividir
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Figura 7.1: Linhas de campo magnético produzidas por um condutor retilineo
percorrido por uma corrente I.

o condutor, como o da Fig. 2 em um niimero muito grande de elementos de
corrente | dl_: cada um deles gerando um campo elementar dB.

Esse campo magnético tem o seu sentido definido pela definigao utili-
zada para o produto vetorial, em geral o triedro direto, e por isso é denomi-
nado, pseudo-vetor.”

Na Fig. [, observa-se a geometria andloga a da lei de Coulomb, para
aplicagao da Lei de Biot e Savart onde o campo magnético dB é definido pelo
elemento de vetor corrente Id.

A hipétese de que o campo magnético dependa do produto I dl x 7, por
analogia com a lei de Coulomb, define o campo magnético, como um vetor,
ortogonal ao plano formado pelos vetores, di'e 7, da seguinte maneira:
I(dl x 7)

dB o (7.1)

De forma experimental, pode-se confirmar a relagao ou lei de Biot-Savart:

. I(dl x #
le}:&(dlixr)7 (7,2)

47 r2

em que a constante de proporcionalidade p, /4w, depende da permeabilidade
magnética no vicuo,
Ho _ 1077T7m

47 A

1O campo magnético é um pseudo-vetor pois ele sé é definido pela sua direcio, ficando
o seu sentido dependente de uma convengao. Pseudo-vetores como o campo magnético sdao
o torque e o momento magnético. Para a definicao do sentido desses vetores, é necessario
convencionar o sistema de referéncia adequado. No nosso caso sempre se escolhe o triedro,
dito, direto e portanto a direc¢do e sentido ficardo fixos, pois dependem do produto vetorial
de dois vetores, para um sistema de referéncia previamente definido.
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Figura 7.2: Geometria para aplicacao da Lei de Biot e Savart para o calculo
de um campo magnético produzido por um condutor qualquer
percorrido por uma corrente elétrica

Utilizando os vetores centrais, 7' e 7/ pode-se reescrever a lei de Biot-Savart,

pho Idl x (7' = 7")

df = Mol X7 —1T7)
A |7:'/_7:'//|3

(7.3)

A utilizagao do principio da superposicao permitira integrar as contri-
buigoes de todos os elementos de corrente. Para isso a representacao do vetor
posicao na Fig. [[A, devera ser alterada utilizando o centro do sistema de re-
feréncia, pois 7 ndo representa um eixo central. Em vez disso, serao utilizados
dois vetores centrais, 7", o vetor que localiza os elementos do circuito e 7/ o
vetor que localiza o ponto em que se calcula o campo magnético. Dessa ma-
neira, a lei de Biot e Savart podera ser escrita integrando-se as contribuicoes
de todos os elementos de corrente que constituem o condutor

fo b [1dx (T =TT) (7.4)
A : |7. U //|3
A lei de Biot e Savart permite obter o campo magnético para qualquer
tipo de configuragao de corrente, desde que conhecida a sua simetria angular.
Nos dois proximos exemplos, discutem-se dois casos de utilidade préatica: o
campo gerado por um condutor retilineo, infinito e o gerado por uma espira
de corrente circular.

Exemplo 7.1
Campo Magnético produzido por um Condutor Retilineo.
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Solugao

A definigdo do produto vetorial, neste caso, presente na lei de Biot-
Savart Eq. [T, é muito simples, escolhendo-se a direcao da corrente, a diregao
positiva de x, e o ponto P no qual se quer determinar o campo magnético na
posicao (o,y) localizada em um circulo concéntrico com o condutor conforme
mostra a Fig. [[3.

fP
- ~
r -
r . ~. dB

Yy / y /\

!
:
X

Figura 7.3: Geometria para determinagao do Campo magnético em um ponto
situado a uma distancia y de um condutor infinito percorrido por
uma corrente 1.

I(dli x 7) &Idxsengbi{

2 Y

dB = e

47 72 C4n (7.5)

Aplicando-se o principio da superposicio, podendo-se integrar o efeito
de todos os elementos de corrente que contribuem para o campo no ponto

P. Para isso é necessério relacionar a simetria angular, pois tanto o angulo ¢
como a distancia r = |7/ — 7| dependem da posigio x,

Y do

= ——; x = —ycot ; do = .
o ¥ = yeotg(9); do =y oo, (7.6)
portanto,
pol [T pol
B = d = . .
47ry/0 sengdg 2y (7.7)
Exemplo 7.2

Campo Magnético produzido por uma espira de corrente ou Dipolo Magnético.
Solugao

No caso de uma espira de corrente, circular de raio a, calcula-se o valor
do campo em um ponto qualquer distancia z, do centro da espira, sobre o eixo
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Z
P(0,0,Z)

X 1

Figura 7.4: Geometria de uma espira, para o calculo do campo magnético em
um ponto qualquer do eixo da espira.

do mesmo. A geometria da espira estd mostrada na Fig. 4. Considerando o
centro da espira como o centro do sistema de referéncia, pode-se escrever que
o vetor posicao 7, de um elemento genérico, sera

7" = a(cosai + sena)) (7.8)
e o vetor posicao do ponto P sera dado por
7l = zk. (7.9)
O elemento de condutor dl serd dado por

dl = ado(cosaj — senai), (7.10)

enquanto que o vetor ¥ ' — 7 ", deslocamento do ponto P em relagao ao

elemento da espira, sera dado por

—/ —

7 — 7" = zk — a(cosai + senasj), (7.11)

com médulo |7/ — 7| = /2% + a?.
Utilizando essas mudangas de varidveis, a Eq. [3 de Biot e Savart
podera ser escrita como:

pol azda(cosai + senaj) + a2dok

dB =
47 (22 +a?)3/?

(7.12)

A integragao das componentes do vetor campo mostra que sé resta uma tnica
componente na direcao z, ou seja, o campo tem estrutura dipolar, portanto
2
2 2

= MOI a ~ MOI a ~
B = a5k | da = ————5=75k. 7.13
4 (a? + 22)3/2 / ‘T (a2 + 22)3/2 (7.13)

0
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Considerando a definigdo do momento magnético de uma espira, como sendo
m = Ira®k, pode-se escrever o valor do campo, Eq. I3, como

S m
= 7.14
27 (a2 + 22)3/2 (7.14)
O limite da expressao do campo para valores z >> a, leva & expressao apro-
ximada, do campo de um dipolo magnético, produzido por uma espira de
corrente:
5 Ho T

=5 (7.15)

A expressao do campo magnético, em fungdo do momento magnético, é de
grande interesse pratico para o caso em que a forma da espira seja de dificil
aplicacao da lei de Biot e Savart, pois pode-se recorrer a determinagao expe-
rimental do momento magnético e com isso obter o valor do campo utilizando
a Eq. [13.

Uma espira, percorrida por corrente elétrica colocada em uma regiao
de campo magnético, By, sofrera a acdo de um torque, como foi provado no
capitulo anterior. Esse torque nada mais é do a interacao entre dois campos
magnéticos, o externo e o criado pela corrente, portanto

7 =11 X Bogt. (7.16)

7.2 Lei de Ampere

O célculo do campo magnético, gerado por um condutor retilineo, infi-
nito, mostra como é facil calcular a circulagao do vetor campo magnético em
um circulo centrado ao condutor, como mostra a Fig. 3. Por circulagao de
um vetor, utilizando o campo magnético, define-se a integral de linha fechada,

= o ol wol [ dl
B-dl= dl = — = lol, 1
f ]{ 2nr 2 — (7.17)

pois o vetor campo é tangente a circulagao considerada.
A expressao genérica da Lei de Ampere, para qualquer circulagdo, pode
ser escrita como

?{é cdl = pol., (7.18)

em que a corrente I. é somente aquela que fura a drea contida pela circulagao
considerada. no caso geral para o cdlculo da corrente no interior da circulacao,
utiliza-se a densidade de corrente, j, com a qual se pode calcular a corrente,
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Figura 7.5: Condutor percorrido por uma corrente gerando um campo
magnético.

1. = fsj dtS’, portanto a lei de Ampere pode ser escrita em fungdo dessa

relagao como
%Ewﬁzm/idﬁ (7.19)
c S

Para exemplificar a aplicagdo da Lei de Ampere, vamos calcular o
campo no interior e no exterior de um condutor infinito de raio externo R.

7.2.1 Campo Magnético produzido por um Condutor

Para calcular o campo magnético, no interior e no exterior de um condu-
tor retilineo, de raio R, considera-se que ele é percorrido por uma corrente [
cuja densidade é uniforme.

Na Fig. A, observa-se o campo magnético dentro e fora do condutor
de raio externo R, obtido de forma experimental. Aplicando a lei de Ampere
a uma circulacao qualquer, de raio r no interior ou no exterior do condutor,
pode-se escrever que:

fBJ:Bfm:B%T:%L. (7.20)

Portanto, o campo sera dado por:

p=tol (7.21)

o

Na realidade, esta expressao é a mesma para o exterior do condutor, utilizando
a lei de Ampere, apenas agora a corrente no interior nao sera a total, mas sim
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aquela contida no interior da circulacao, de raio r, considerada,

- = 3 I 2 T2
I.= [ jdS=j¢dS= = Iﬁ' (7.22)
S

O campo no interior do condutor serd entao dado por

pol

B = 7. 7.23
2w R? (7.23)
B

I

I

|

I

: .

R r
Figura 7.6: Campo magnético, ge- Figura 7.7: Moédulo do campo
rado por um condutor percorrido Magnético, no interior e no exterior
por uma corrente elétrica I, dentro de um condutor retilineo, percorrido
e fora do condutor. por uma corrente elétrica.

Para o célculo do campo fora do condutor, > R, ao aplicar a equacao
[, deve utilizar-se a corrente I. = I, ou seja a corrente total ja que, neste
caso, a circulagao é externa ao condutor, portanto

o1
p_tol

= . .24
2rr (7 )

Na Fig. [ observa-se o comportamento grafico das duas expressoes, para o
campo magnético no interior e no exterior do condutor.

7.2.2 Campo Magnético de um Solenoide

Para obter um campo magnético de maior intensidade, e ao mesmo
tempo mais homogéneo, utilizam-se os solenoides. O solendide é construido
por um condutor enrolado em forma helicoidal de passo muito pequeno, em
geral idéntico ao diametro do condutor, com varias camadas de condutor. Na
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Figura 7.8: Linhas de campo magnético produzidas por um solenoide mos-
trando o seu caracter dipolar e concentragao no seu interior.

Fig. [C3 observa-se o campo magnético gerado no interior de um solenoide ob-
tido pela superposicao de campos magnéticos dipolares, originando um campo
magnético mais intenso mas mantendo uma estrutura de campo dipolar.

Para o cdlculo do campo magnético, aplica-se a lei de Ampeére a uma
circulagao retangular contendo um pequeno nimero de espiras, como estd
indicado na mesma Fig. [Z8. A corrente que atravessa essa circulagao serd
dada pelo nimero de vezes que o condutor atravessar a circulagao, portanto
I. = NI, em que N é o nimero de vezes que o condutor cortar a superficie
limitada pela circulagao e I a corrente que circula no solenoide

f B.dl' = p,NI. (7.25)
c
Considerando que o campo no exterior ao solenoide seja nulo e homogéneo no

seu interior a integral fechada, sobre a circulacao, pode ser dividida para os
quatro segmentos, ab — bc — cd — da, na seguinte formas:

%E.dfz/ Bdlcos(w/?)—F/ Odl—|—/ Bdicos(m/2) + | Bdlcos(0),
c ab be cd da

(7.26)
portanto,
7{ B.dl= [ Bdicos(0) =B / dl = BI, (7.27)
c da da
Bl = p,NI, (7.28)
B = ponl, (7.29)
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em que n = N/l é o nimero de espiras por unidade de comprimento do
solenoide.

7.2.3 Campo em uma Bobina Toroidal

A bobina toroidal da Fig. [d apresenta um campo magnético com mui-
tas vantagens, sobre todas as outras configuracoes de campo, pois o campo
gerado fica totalmente confinado no interior do toroide. A utilizacdo de bo-
binas toroidais é muito grande, apesar da dificuldade da sua construcao, por
exemplo na fabricacao de transformadores de grande qualidade e na fusao
nuclear, nas maquinas denominadas TOKAMAK, (a palavra tokamak é um
acronimo das palavras russas toroidal’naya kamera magnitnoi katushki, que
significam camara toroidal e bobinas magnéticas).

Por simplicidade considera-se um torus cujas duas segoes sejam circu-
lares, envolto por N espiras percorridas por uma corrente I. Aplicando a lei

Figura 7.9: Bobina Toroidal, (a) geometria para aplicacdo da lei de Ampere;
(b) forma toroidal com bobina.

de Ampere ao longo de uma circulagao fechada,
7{ B -dl = B2rr = piol, = o NI (7.30)

e considerando que a corrente que atravessa a circulacao I, = NI. O campo
magnético no interior do solenoide serda dado por

NI
B=" , para R; <r < R,. (7.31)
27r

O campo magnético no interior do toroide nao é uniforme, depende de 7, por
isso para aplicagoes nas quais isso seja importante, deve-se fazer com que o
diametro das espiras seja muito menor do que o raio médio do toroide.
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7.3 Corrente de deslocamento de Maxwell

A aplicagao da lei de Ampere, tal como estd apresentada neste capitulo,
apresenta um problema para o caso em que a corrente é variavel no tempo, tal
como aquela que ocorre no intervalo de carga de um capacitor. A proposigao
de modificar esta lei foi feita por Maxwell em 1865, o que permitiu unificar a
eletricidade e o magnetismo.

A lei de Ampere, apresentada pela Eq. [Z0, é aplicada sobre a cir-
culacao ¢ que contém a corrente que flui através da superficie limitada por
essa circulagdo. A superficie limitada por uma circulacdo pode ser escolhida
de vérias formas, para uma mesma corrente que flui no circuito. A liberdade
da escolha da superficie pode representar um problema, como no caso de um
circuito contendo capacitores, como é mostrado na Fig. [T

c c
1} ] e[} |
NdvA PR P
@ (h)

Figura 7.10: Aplicacao da Lei de Ampere, a um circuito contendo um capa-
citor: (a) a circulagdo C' limita a superficie S1; (b) a circulagao
C' limita a superficie Ss.

Nessa figura, temos uma corrente que ocorre durante a carga do capaci-
tor, e que fura a superficie S7, mas nao a superficie S;. Note que a circulagao
sobre a qual se aplica a lei de Ampere é a mesma para as duas superficies. A
observacao de Maxwell é de que, mesmo nao havendo corrente atravessando a
superficie Sy, durante a carga do capacitor existe um campo elétrico varidvel
atravessando essa mesma superficie. Utilizando a lei de Gauss para o campo
elétrico, pode se escrever que no caso, a carga elétrica ¢ no capacitor é dada
por:

€0PE = 4, (7.32)
e a derivada temporal desta equagao permite escrever
dop _ dq
o— = —. 7.33
Tt dt (7.33)

Dessa maneira foi possivel substituir na Eq. I8 a corrente I., por dois
termos, utilizando o conceito da corrente de deslocamento:

dog
I o b 7. 4
+¢ 7 (7.34)
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em que 5(,@ representa a chamada corrente de deslocamento, ;:
d¢g
Igj=c,—— T (7.35)

A corrente de deslocamento sé existe quando existem correntes variaveis
no tempo, circulando. Portanto, quando as placas do capacitor estiverem car-
regadas, essa corrente de deslocamento nao existe mais e a forma generalizada
da equagao de Ampere serd entdo dada por,

dog
dt
Desta forma a corrente, sempre serd a soma I. + I, calculada para qualquer
superficie, limitada por uma circulacdo a qual se aplica a integral de linha
do campo magnético. A modificacao da lei de Ampere por Maxwell levou
a obtencao da equagao 338, conhecida com a lei de Ampeére-Maxwell.
Nesta equacao além da relagao entre a corrente e o campo magnético aparece
o conceito de que um campo elétrico variavel no tempo, também contribui
para o campo magnético. Para exemplificar considera-se I, = 0, portanto,

F B = ol 1) = ol + oo "5 (7.36)

f B-dl = ppeo—= don = [loEo— / E-dA. (7.37)
dt dt

Pode-se concluir que sempre que em um local se tenha um campo elétrico
varidavel no tempo existird um campo magnético associado. Este fenomeno, de-
nominado indugao de Maxwell, é analogo a inducao de Faraday. A orientacao
relativa dos campos elétrico e magnético é mostrada na Fig. [I1, na qual
observa-se que, neste caso, quando o campo elétrico aumenta o campo magnético
é anti-horario e quando diminui é horario.

E, aumentando E, diminuindo
Bt Bl
(@ (b)

Figura 7.11: Campo magnético produzido por um campo elétrico dependente
do tempo.

No caso da existéncia de um dielétrico entre as placas do capacitor, em
vez do campo elétrico, utiliza-se o vetor deslocamento

D=c¢,E+ P, (7.38)

© Claudio Graga 168



Capitulo 7 Eletromagnetismo

em que P é um vetor associado & polarizacao do dielétrico.

Quando essa polarizagao é varidvel no tempo, surge um novo termo que
pode ser chamado corrente de polarizacio ficando portanto a lei de Ampere-
Maxwell com a seguinte forma:

L d [ =~ =
}{B-dz = uolc—i—uo%/D-dA
A

— —

d R
fiole + 1o / (e + P) - dA. (7.39)
dt /4

Em vez do vetor deslocamento utiliza-se a sua relagao com a polarizacao,
portanto,

. d [ - = d [ = -
%B~dl:uolc+uoeo—/E~dA+uo—/P'dA. (7.40)
dt /4 dt /4

A Eq. 210 nos mostra que o termo devido & variagdo da polarizacdo, também
contribui para o campo magnético, através da chamada corrente de pola-
rizac@o I,. A equacao de Ampere-Maxwell pode entao ter a seguinte forma:

L d L
j{Bwﬂ:;LO(IC-FIp)-i—,UOEO%/ E-dA. (7.41)
A

7.4 Interacao entre Condutores

A interacgao entre os campos magnéticos produzidos por condutores per-
corridos por corrente elétrica, pode ser exemplificada, de forma simples, para
condutores paralelos de igual comprimento [. Supondo entao, dois condutores
paralelos e infinitos a uma distancia d um do outro, percorridos por correntes
I, e Iy, conforme nos mostra a Fig. [I32, pode-se considerar que o condutor
2 estd colocado no interior do campo By, criado pelo condutor 1 e a forga que
sofre o condutor 2 serd entao

FQl = IQfX §1~ (742)

O modulo dessa forga, substituindo o médulo do campo magnético, serd dado
por

/14011
2nd

Da mesma forma a forca sobre o condutor 2 devida ao campo Bs, criado pelo
condutor 2 sera

Fy = LIB; = Il (7.43)

pol2

Fio = 1I1By = L122 44
12 1602 127Td (7 )
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Como consequéncia, a forga, por unidade de comprimento, sobre o condutor
1 devida ao campo criado pelo condutor 2 é idéntica a anterior, portanto

Fio Iy po il
© e e 72 7.45
l l 2m d ( )

Resta agora analisar as diregoes relativas das correntes. Quando I; e I,
tiverem o mesmo sentido, as forcas serao iguais e atrativas. Quando I; e
I, tiverem sentidos opostos, as forcas serdo continuaram sendo iguais, mas

afastando os condutores um do outro. Esta andlise deverd, sempre, ser feita
a luz do produto vetorial, Eq. [Z22.

I, I II !I I I
z i - — i —
F, F, F F F F
d—m
{a) h) (c)

Figura 7.12: Forgas de interagao entre condutores paralelos percorridos por
correntes: (a) diferentes no mesmo sentido; (b) iguais no mesmo
sentido, (c) correntes iguais em diferentes sentidos.

7.5 Lei de Gauss para o Magnetismo

A utilizagao de Lei de Biot e Savart, uma forma analoga a eletrostética
de tratar o magnetismo, pode levar a conclusao equivocada da existéncia de
monopolos magnéticos. De forma simples pode se dizer, que nessa analogia
nao se incluiu o que se poderia chamar de carga magnética, como origem
do campo magnético. A partir da verificacao experimental de que as linhas
de campo sao continuas, nao nascendo nem sumindo em um ponto como o
campo elétrico, é possivel escrever que o fluxo magnético através de uma
superficie gaussiana, serd sempre nulo o que corresponde a lei de Gauss para
o0 magnetismo, portanto

7{ B-dA=0. (7.46)
S
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Apesar da inexisténcia experimental dos monopolos magnéticos, criando a
chamada assimetria do eletromagnetismo, Paul Dirac propos uma categoria
de monopolos que explicariam a quantizacao de carga, parecendo ser possivel
a existéncia na natureza de particulas possuidoras de cargas magnéticas a se-
melhanca de cargas elétricas. No espago em que vivemos essas particulas nao
possuem existéncia fisica e até hoje nao foi impossivel verificar experimen-
talmente a existéncia de cargas magnéticas, portanto a lei de Gauss sempre
toma a forma da equagao [Z8, ou seja,o fluxo magnético através de uma su-
perficie fechada é sempre nulo. A analogia entre os campos do dipolo elétrico
e magnético mostram uma distribuicao de campo idéntica longe do dipolos.
A diferenca surge nas proximidades dos polos, pois deve-se observar que as
linhas de campo elétrico divergem ou convergem das cargas, dependendo do
seu sinal de carga, enquanto que no caso do campo magnético as linhas de
campo sao sempre continuas.

7.6 Aplicacoes Cientificas e Tecnolégicas

Um dos capitulos da eletricidade e magnetismo no qual se pode apre-
sentar um grande nimero de aplicagoes é este, por estar relacionado com um
grande numero de equipamentos; entre eles, pode-se citar alguns exemplos
como motores, geradores, transformadores, solenoides em comandos eletro-
magnéticos e relés. Escolhemos, a titulo de divulgacao, apenas o amperimetro
tipo alicate e a fusdo controlada.

7.6.1 Amperimetro tipo Alicate

Existem dois tipos de amperimetro do tipo ali-
cate, o mais simples utilizado unicamente para
a medida de corrente alternada baseia-se na
lei de Faraday (indugdo), enquanto que outros
baseiam-se na lei de Ampere atuando como sen-
sor do campo magnético entorno de um condu-
tor percorrido por corrente elétrica. O sen-
sor de campo magnético é baseado em dipolo
magnético, da mesma maneira que uma bissola,

LS . Figura 7.13:
indicando o valor da corrente proporcional ao , . .

L. Amperimetro tipo ali-
campo magnético gerado. Neste caso o am- cate

perimetro alicate pode ser usado em CC e CA.

Em sistemas mais sofisticados, o sensor é uma ponteira Hall. Com o uso
do amperimetro alicate é desnecesséario interromper os circuitos para medir a
corrente.
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7.6.2 Fusao Nuclear Controlada

Um dos processos de confinamento de plasma mais promissor, para atin-
gir a temperatura necesséaria a fusdo de forma controlada, é o TOKAMAK,
uma maquina em forma de toroide, que utiliza vérios campos magnéticos ge-
rados por corrente elétrica, capaz de confinar o plasma de hidrogénio. A fusao
mais estudada até o momento é dos dois isétopos do hidrogénio, o deutério e
o tritio, que misturados em proporcoes idénticas formam um plasma de ions
positivos, que funciona como um fluido, de topologia muito complexa. A Fig.
[ mostra um esquema de um Tokamak baseado em um torus circular, em
que o aquecimento principal do plasma é obtido por uma corrente que circula
no mesmo, o aquecimento chmico. Na situacao atual da pesquisa, a estabili-
dade do plasma ainda representa um grande problema. Um outro problema é
a contaminagao por isétopos radioativos produzidos a partir do uso da reagao
D-T como combustivel.

Transfoermader para
aguecimente chmiceo

Bebkinas para campe teroidal

.

Bobkinas para

X camara do
campe vertical

plasma

Plasma

Figura 7.14: Plasma confinado por um TOKAMAK.
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7.7 Questoes, Problemas e Exercicios

1.

Coloque uma bussola préxima a um condutor, percorrido por corrente
elétrica: a) e descreva como a bussola indica a dire¢do do campo em
torno do condutor; b) e mostre como seria possivel saber o valor da
corrente em func¢ao da indicagao da bussola?

. Compare os sentidos das forgas elétricas e magnéticas, quando duas

cargas elétricas de mesma carga se movem em trajetérias paralelas: a)
no mesmo sentido; b) em sentidos opostos.

Aplicando a lei de Biot-Savart obtenha a expressao para o valor do
campo magnético e para a sua direcao, no centro de uma espira circular
de raio R, percorrida por uma corrente I na direcao dos ponteiros do
relégio.

. Uma forma de anular o campo magnético terrestre em um dado ponto

do espago é utilizar uma espira circular percorrida por uma corrente
elétrica. Utilizando uma espira de 30 cm de raio, calcule a corrente que
deve circular na mesma para anular o campo magnético terrestre, exa-
tamente no centro da espira, sabendo que o campo magnético terrestre
nesse ponto vale 0,58 Gauss, (1T = 10* G). Mostre, também, como
orientar a espira, no espago, em relagao ao sentido da corrente.

Uma das formas mais interessantes de gerar um campo magnético ho-
mogéneo ¢é utilizar duas bobinas circulares paralelas, percorridas por
correntes idénticas e colocadas a uma distancia igual ao raio das mes-
mas.

Esta conformacao, na qual a distancia I I
entre duas bobinas paralelas é igual ao \ \
raio das mesmas, leva o nome de bobinas P

de Helmholtz. Supondo que duas bobinas

de Helmholtz de 100 espiras e raio 40 cm,

calcule o campo magnético no ponto cen-

tral entre as mesmas, quando as correntes

circulam na mesma direcao e em diregoes Figura 7.15: Bobinas
contrarias. de Helmholtz.

Dois condutores retos e paralelos sao percorridos por correntes iguais de
20 A. Considerando que a distancia entre os mesmos é de 1 ¢m calcule:
a) o campo magnético no ponto central entre os dois condutores, para
correntes na mesma dire¢ao e dire¢oes opostas; b) qual a forga que atua
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10.

sobre cada um dos condutores, com correntes na mesma ou em direcoes
opostas.

Um condutor feito especialmente para uma dada aplicagao, utiliza um
tubo de cobre de 10mm de didmetro externo e 8mm de didmetro interno.
a) Para um condutor desse tipo, retilineo, muito longo, calcule o campo
magnético, no interior e no exterior do mesmo, considerando que ele
seja percorrido por uma corrente de 50 A; b) Utilize a lei de Ampeére
e mostre de forma gréfica o valor da corrente no dominio r = {0; 0o},
com os valores numéricos na superficie interna e externa do tubo; ¢)
Considerando o valor do campo magnético no interior do tubo, qual
seria a utilidade deste condutor?

Um cabo coaxial, formado por dois condutores concéntricos, o interno
formado por um condutor na forma de fio, de raio igual a 0,2 mm e
o externo formado por uma malha de raio 3 mm, sendo as correntes
nos dois condutores iguais e opostas de 5 A. Represente graficamente o
campo magnético dentro e fora do cabo, indicando os valores numéricos,
calculados pela lei de Ampere.

Um toroide de raio interno 50 ¢m e raio externo 100 cm, é formado por
2000 espiras percorridas por uma corrente de 0,5 A. a) Qual o campo
magnético na linha central do toroide? b) Qual o valor minimo e méximo
do campo no toroide?

Envolva o polo norte de um ima por uma superficie fechada e justifique
graficamente como se aplica a lei de Gauss para o magnetismo.
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CAPITULO 8

Inducao Magnética

Joseph Henry e Michael Faraday, o primeiro americano e o se-
gundo inglés descobriram, praticamente ao mesmo tempo, a inducao magnética,
mas ela é conhecida por Indugdo de Faraday por ter sido ele, o primeiro a
publicar os resultados de seus experimentos.

8.1 Introducao

Umas das mais belas histérias da fisica bésica é a de Michael Faraday
(1791-1867) cuja leitura se recomenda a todos os estudantes, especialmente
os de Fisica e Engenharia, por ser um dos exemplos mais interessantes de
dedicagao ao trabalho e a ciéncia. Um bom texto pode ser encontrado na En-
ciclopédia Britanica, da qual ele foi encadernador. De entregador de jornais,
encadernador e auxiliar de laboratério sem formacao matematica Michael
Faraday chegou a membro da Royal Society e publicou um impressionante
numero de " Pesquisas Experimentais em Fisica”, lancando nelas praticamente
todos os conhecimentos da indugao magnética. O mais famoso experimento da
inducao produzido por Faraday foi publicado em 1831 pela Royal Society. Na
primeira se¢ao deste capitulo, descrevem-se esses experimentos que de forma
qualitativa demonstram a teoria da indugao.
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8.1.1 Experimentos da Inducao de Faraday

Os experimentos de indugao de Faraday, descritos em 1831, constavam
de dois solenoides préoximos um ligado a uma bateria e outro ligado a um gal-
vanometro conforme nos mostra a Fig. Bdl. Faraday observou que, somente
no instante que se ligava ou desligava a bateria ao solenoide 1, aparecia cor-
rente no galvanometro do solenoide 2. Mantida a chave ligada ou desligada a
corrente no solenoide era nula.

Ao ligar a chave, a corrente no solenoide 1, inicialmente nula, atinge
o valor I, dessa maneira se pode dizer a variagao de corrente possui derivada
positiva. Por outro lado, quando se desliga a mesma chave, a derivada serd
negativa. Observa-se, entdo, na Fig. B (a) e (b) que a diregao da corrente
induzida depende do sinal da variacao temporal da corrente.

Esta mesma experiéncia de Faraday foi repetida utilizando-se o campo
magnético produzido por um ima, como nos mostra a Fig. B2, aparecendo, da
mesma maneira, uma corrente induzida no solenoide e neste caso a corrente
induzida é definida pela velocidade de aproximacao ou de afastamento do ima
ao solenoide valendo dessa maneira as mesmas observagoes para a direcao da
corrente e do sinal da variagao do fluxo magnético.

dl/de>0 dl/dt<0
(a) (b)

Figura 8.1: Experiéncias de Faraday realizada com dois solenoides, paralelos,
um ligado a uma bateria (1) e outro a um galvanémetro (2): (a)
quando a chave em (1) é fechada, aparece uma corrente induzida
em (2) cujo sentido se opde ao crescimento do campo na primeira;
(b) quando a chave é aberta em (1) surge uma corrente induzida
na bobina em (2) tentando manter o campo da primeira.
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dl/dt<0

di/dt>0

(2) (b)

Figura 8.2: Experiéncias de Faraday realizadas pela movimentacao de um
ima nas proximidades de um solenoide gerando uma corrente in-
duzida na bobina; (a) aproximando o {méa, a corrente induzida
tenta, anular este efeito, gerando um campo contrério; (b) afas-
tando o ima a corrente induzida terd uma direcao, tentando man-
ter o mesmo campo.

8.2 Lei de Inducao de Faraday e Lei de Lenz

Os experimentos de indugdao de Faraday demonstram que para haver
indugao magnética é necessario um campo magnético variavel que nos expe-
rimentos é produzido ou por corrente elétrica varidvel ou pelo movimento de
imas. De forma andloga, movimentando uma espira em um campo magnético
estatico pode-se produzir o mesmo efeito produzindo a indugdao. Todos os
fendmenos de indugao magnética podem ser descritos por uma unica equagao
conhecida como a Lei de Faraday-Lenz. Esta equacao relaciona a forga ele-
tromotriz induzida com o valor da variacao do fluxo magnético que atravessa
o circuito.

8.2.1 Fluxo Magnético

Quando o campo magnético atravessa a area limitada por uma espira,
como é mostrado na Fig. B3, pode-se definir o fluxo do vetor campo magnético
da seguinte forma:

@Cz/é-dﬁ. (8.1)
A

A drea ” A” de contorno ”C” é definida pelo vetor diferencial dA = AdA onde
7 é o vetor unitario da direcao que define a superficie limitada pelo contorno
C. O fluxo magnético podera entao ser calculado a partir do médulo do campo
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e do angulo entre a diregao que define a superficie e o campo magnético:

e = / B ndA - / BdAcos(6). (82)
A A

Figura 8.3: Fluxo do campo magnético através de uma espira condutora,
localizada no contorno ”C”.

Na Fig. B2 mostram-se as varias possibilidades de variagdo do fluxo
magnético no tempo; na Fig. Bd(a) o fluxo é nulo, pois o campo também o é;
na Fig. B2(b) o fluxo é constante e positivo, pois cos(d) > 0; na Fig. B4(c) o
fluxo também é positivo mas a derivada temporal do fluxo é negativa, pois o
campo estd decrescendo, dB/dt < 0; na Fig. B4(d) o fluxo também é positivo
mas a derivada temporal do fluxo é positiva, pois o campo estd crescendo,
dB/dt > 0.

A unidade de fluxo magnético no SI é denominada weber (W), (1Wb =

Tm?).
A
E=0
al
Lk )
Tt N kK o
(a) B=o (b) B constante (¢) Bdiminuindo  (d) B aumentandc

Figura 8.4: Fluxo do campo magnético através de uma espira condutora e
direcao da forga eletromotriz induzida na espira dependendo do
valor e da variagao do campo magnético.
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8.2.2 Fem induzida e a Lei de Faraday

O fluxo magnético pode variar de varias maneiras e nos exemplos apre-
sentados na Fig. BZ mostra-se que a corrente induzida é gerada por um
campo elétrico E induzido, cuja direcao depende da variacao do fluxo do
campo magnético cuja derivada pode ser nula, positiva ou negativa. Por de-
finicao a fem, é o trabalho por unidade de carga, ao longo da espira fechada:

e:fﬁ.di (8.3)

Esse campo elétrico induzido, responséavel pela circulagao da corrente indu-
zida, é distribuido ao longo da espira como resultado de uma integral fechada
diferente de zero ou seja, nao se trata de um campo conservativo como no
caso daquele gerado por cargas elétricas estaticas. Dessa forma pode-se dizer
que a fem induzida também é distribuida ao longo do condutor sendo igual a
taxa de variacdo do fluxo magnético que expressa a Let de Faraday-Lenz

e:]{E~df:—@. (8.4)

Considerando teorema de Stokes,

j{E.df: / (V x E).dA,
c A

na qual V x E representa o rotacional do campo elétrico a lei de Inducao de
Faraday, podera ser escrita da seguinte forma

A N
/A(VXE)-dA_—E_—&/AB.dA. (85)

Considerando o caso em que a espira seja fixa e o campo magnético variavel
no tempo, verifica-se que:

Lo B -
/A(v < Byedd=- | %t.dA, (8.6)
portanto,
= oB

que ¢é a forma diferencial da lei de Faraday-Lenz, cuja generalizacao permite
dizer que um campo magnético varidvel, no tempo, produz um campo elétrico,
cuja propagacao € independente da existéncia de um meio material, fato que
serd explorado no capitulo das equagoes de Maxwell.
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O sinal negativo da lei de Faraday-Lenz é atribuido a Heinrich Frederich
Lenz, que publicou em 1894 a sua lei de indugao e que pode ser resumida da
seguinte maneira:

”a corrente induzida em uma espira condutora tera o sen-
tido que se opoe a variagao que a criou”

Dessa forma é possivel interpretar o termo da variagao do campo ma-
gnético de muitas maneiras mas de uma forma resumida poder-se-ia dizer que
a variagao do campo magnético, produz um aumento ou uma diminuigao do
fluxo magnético que atravessa uma espira e por sua vez a corrente induzida
criard um campo magnético que se opora a essa variagao. Assim se o fluxo tiver
a sua derivada negativa, o campo tentard manter o campo existente criando-
se um campo induzido no mesmo sentido, caso a derivada for positiva o sinal
negativo indicard que o campo induzido tera direcao contraria, evitando que
0 campo cresca.

Esta interacao entre o campo indutor e o campo induzido permite acres-
centar uma interpretagao, em termos da conservagao de energia, podendo-se
dizer que o trabalho necessério para produzir a inducao é idéntico ao calor
gerado na espira pela corrente induzida.

Considerando uma espira com resisténcia R, pode-se obter a corrente
induzida I, na mesma, utilizando a lei de Faraday-Lenz

ddp
‘ dt’ (8.8)
portanto, a corrente que circulard na espira serd dada por:
1ddp
I=————7—. 8.9
R dt (89)

Para uma espira fixa e campo magnético variavel no tempo, substitui-se na
equacao B a definigdo do fluxo B resultando em:

1d _
I=——— | B-dA=—-= —dA 8.10
Rdt / ( )
Pode-se, entao, concluir que a corrente induzida terd sempre sentido contréario
a variacao temporal do campo magnético, que também expressa a lei de Lenz.
Para concluir aplica-se, na sua forma genérica, a derivagao do fluxo

magnético:
d® OB 3 dA
= — — 11
‘T ut / dt dA+/ it (8.11)

na qual, o segundo termo mostra que, também, poderd ocorrer inducgao se
ocorrer variagao temporal da area atravessada pelo campo magnético. Isso
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pode ocorrer tanto por rotagao das espiras como por deformacoes fisicas das
mesmas. Desta maneira pode-se generalizar que a fem possui dois termos o
primeiro depende da variacao temporal do campo magnético, sem importar
como isso é feito, e o segundo das deformacoes geométricas ou movimento

do condutor no qual ocorre a indugao.

Algumas dessas possibilidades da

realizacao da indugao podem ser observadas na Fig. A, tanto por variagao
temporal do campo magnético como no caso (a), (b) e (d) como por variagdo
da drea, (c) ou por rotagao relativa das espiras.

I

Imi se aproxima
do solendide

-

(a)

Solendides
giram um
em relagio
o outro

(c)

©r

-

H

Solendides
s¢ aproximanm
ou se alasiam

(b)

Solendides
esldticos mas
a corrente
varia no

Lesm pay

(d)

©

Figura 8.5: Diferentes maneiras de fazer o fluxo magnético, que atravessa
uma bobina, variar, produzindo, dessa maneira, corrente indu-
zida; (a) fma muda de posigdo aproximando-se ou afastando-se
de uma espira; (b) as espiras aproximam-se ou afastam-se entre
si; (c) as bobinas giram mutuamente; (d) a corrente que circula
na bobina da esquerda varia no tempo, pela agdo de uma chave
interruptora.
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8.3 Estudo quantitativo da Inducao

Nas experiéncias de indugao feitas por Faraday, ja descritas, a fem
induzida ocorre pela variacdo do fluxo magnético. Na primeira experiéncia
o campo indutor é uma funcao variavel do tempo e no segundo o campo é
estatico em relagao ao ima, mas variavel em relagao 4 bobina. A interpretacao
da indugao pode também ser feita em termos da forga de Lorentz. A fem que
existe em um circuito € igual ao trabalho por unidade de carga elétrica feita
sob uma particula portadora de carga. Esse trabalho é a integral ao longo
do circuito da componente da forga na direcdo do deslocamento, chamada
circulacao da forca.

A forga de Lorentz F= qE + q¥ X B possui uma componente devida ao
campo elétrico induzido que surge pela variacao do fluxo magnético mesmo
sem haver movimento do condutor. A outra componente da forca é devida a
velocidade do condutor dentro de um campo magnético mesmo que este seja
estatico. No caso em que exista o movimento do condutor no interior de um
campo magnético varidvel no tempo, ocorrerao as duas componentes da forca
e nesse caso a forca eletromotriz serd calculada pela circulagao da forca de
Lorentz.

A observacao de que, para se gerar um campo elétrico induzido, é ne-
cessario existir um campo magnético variavel no tempo, permite dizer que a
forga eletromotriz induzida podera ser calculada através do campo induzido,
ja que o campo eletrostatico nao gera fem pois, na estatica a lei de Ampere
analoga pode ser escrita da seguinte forma:

/E.dfzo,

portanto existem duas alternativas para exprimir a lei de Faraday a primeira
através da equagao B4, e a segunda que interpreta a origem da fem induzida,

e:fﬁind~df+%(ﬁx§)~df (8.12)
c C

O segundo termo da equagdo BTZ mostra que em todas as experiéncias da
Fig. B3, em que o solenoide ou espira estiverem parados, a contribui¢ao deste
termo para a indugao dependera unicamente do campo elétrico induzido. Nas
outras experiéncias em que o campo indutor é estatico produz-se indugao por
movimento da outra bobina, ocorrendo, dessa maneira, a indugao devido ao
segundo termo da equagao, do lado direito da Eq. ET32.

pois os vetores velocidade e campo magnético sdo perpendiculares entre si. A
fem ou trabalho por unidade de carga, podera ser calculada por,

€= / vBdy = vBa. (8.14)
0
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De forma quantitativa, utili-
zando um circuito como o mo- ™

strado na Fig. KB, pode-se
mostrar esta contribuicao para a |
a

inducao. O circuito é composto
por um condutor em forma de U
sobre o qual se desloca uma barra
também condutora, fazendo com
que a area da espira retangular

aumente ou diminua conforme -y
seja feito o deslocamento dessa |4— X » x

xr 49
® B T—;v

barra. A for¢a magnética Fp z
que atua sobre as cargas em mo-
vimento, no condutor mével ser Figura 8.6: Espira condutora, re-
calculada por tangular com braco movel, imersa em
um campo magnético B para o estudo
|F,| = quB, (8.13) quantitativo da inducao.

Este mesmo resultado pode ser obtido utilizando diretamente a lei de Faraday,
pois o fluxo magnético que atravessa a espira é dado por:

®p = —Bax, (8.15)

com o campo magnético constante na dire¢gao negativa do eixo z. Derivando
o fluxo e trocando o sinal obtém-se a fem induzida,

dép dx
= ——— = —(—Ba—) = Bawv. 8.16
€ pn (-Ba dt) av ( )
Mostrando que a aplicagao da Lei de Faraday é equivalente a aplicagao do
conceito de forca magnética que resultou na Eq. 14 .

8.4 Auto-Inducao

A lei de Faraday nao explicita a fonte de campo magnético, cuja va-
riacao é a responsavel pela indugao. Dessa forma a inducao pode ser pro-
duzida pela prépria corrente que circula em um solenoide ou espira, criando
auto-inducao.

Esta corrente gera um campo magnético varidvel no tempo, gerando a
indugao na propria espira, pois ela estd mergulhada no préprio fluxo magnético.
Essa inducao gera na prépria bobina uma fem induzida, na qual a corrente
induzida gera um campo magnético contrério ao efeito que o criou. Este efeito
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Considerando um solenoide, como
da Fig. K7, alimentado por uma
fonte de tensao varidvel V(t) que da

origem a uma corrente I(t)induzida, Figura 8.7: Solenoide alimen-
fungao da resisténcia R tado por uma fonte de tensao que
produz uma corrente I(t) indu-
V(t) .
I(t) = T zida.

é denominado auto-indug¢do. O campo magnético em cada ponto do espago,
é definido pela circulacao da espira e é proporcional a corrente que circula na
mesma:

dp = LI, (8.17)

em que a constante de proporcionalidade L é a chamada auto-indutéancia,
ou simplesmente indutéancia ¥.

A lei de Faraday poderd entéao ser escrita da seguinte forma:

dPp dl
=——=—-L—. 8.18
T a dt (8.18)

A lei de Ohm, pode ser reescrita, somando a tensao da fonte V' e a forca
eletromotriz € induzida:

I
Lo +RI=V(1). (8.19)

A poténcia da fonte, podera ser obtida multiplicando a Eq. BET9, pela corrente:

dl d  LI?
P=L—I+RI’=—(—
@l TE dt( 2

)+ RI%. (8.20)
A poténcia 6hmica RI?, responsivel pelo aquecimento do condutor somou-se
a poténcia necessaria para estabelecer a fem induzida. O resultado é que para
estabelecer um potencial varidvel no tempo existe a necessidade de fornecer
energia que vencera a fem induzida no circuito, nao importando qual o valor
da resisténcia. Integrando a poténcia no tempo, é possivel obter a energia
devida unicamente a indugao:

td LI? LI> LI2
AU = | —(=—)dt = = — =2, 21
v /0 il 2 2 (8:21)

LA unidade de induténcia no SI é o henry (H = J/A%2 = Tm?/A)
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Para o caso de corrente inicial nula, se obtém a expressao para a energia do
campo magnético, no tempo ¢ qualquer em que a corrente atinge o valor I:

LI?
U=—. (8.22)
2
Exemplo 8.1
Indutdncia e Energia armazenada em um Solenoide.
Solugao

Considerando um solenoide cilindrico de raio médio r, comprimento [
e n espiras por unidade de comprimento. Como o campo magnético gerado
serd B = po,nl o fluxo através da secao transversal do solenoide, para uma
tnica espira, sera dado por

bp = / B-dA = ,uonI7rr2 = ,uomrr2l.
A

No caso de um solenoide com N = nl espiras, o fluxo concatenado sera
N®g = LI = nlponmr?l = pon’lnr?l.

Portanto, comparando com a definicao na Eq. BTA, o valor da indutéancia
sera dado por
L = pon’lar?.

Utilizando a expressao da energia armazenada no campo magnético
BZJ e substituindo o valor da indutancia e do campo magnético, resulta na
energia armazenada no volume do solenoide:

LI? ,uon2Al<B )2 B?
UB:7:7 =

— ) =—Al.
2 2 LoT 210

A densidade de energia serd entao,
BQ

UB:TMO.

Esta expressao foi determinada para o caso particular do solenoide, mas
pode ser provada, como sendo a mesma, para qualquer outro tipo de campo
magnético.

Exemplo 8.2
Indutancia de um Cabo Coazial.
Solugao
Os cabos coaxiais sao de grande utilidade na nossa vida didria, utili-
zados nas redes de computadores, nas conexoes com antenas de RF, etc. A

© Claudio Graga 185



Capitulo 8 Eletromagnetismo

sua utilizagao garante que nao haja indugao de campos externos mantendo a
qualidade nos sinais transmitidos. A induténcia e a capacitancia de um cabo
coaxial sao parametros importantes para a sua escolha.

Considerando um cabo coaxial, de comprimento ! e diametros; r; do
condutor central e ro da malha condutora externa, com r; << ro percorridos
por correntes iguais mas de sentidos opostos, como o da Fig. E=S.

Capa condutora Condutor central

il

Isolante elétrico ! i |

Figura 8.8: Cabo coaxial, formado por dois condutores concéntricos.

O calculo da indutancia sempre inicia com o calculo do fluxo a partir
do célculo prévio, do campo magnético. Neste caso aplica-se a lei de Ampere
a um cabo coaxial, considerando o mesmo modelo para um condutor linear
infinito. O campo magnético externo sera nulo ji que a soma das correntes que
atravessa a linha amperiana, externa é nula, (correntes iguais e contrérias),
portanto s6 resta o campo entre os condutores;

L = I
% B-dl = u,I; portanto B = £0_
C 2rr

O fluxo do campo magnético, considerando que o campo é tangencial,
calculado através do retangulo de drea (ro — 1)l serd:

@:/ECM: pol o
A A 47T

portanto,

& =11 = (X )in (”) 1,
21 1

L= (g‘iz)zn (7"2) .
m T1

Esta indutancia nao leva em consideracao a existéncia de campo magnético
no interior do condutor central, o que nao gera grande erro pois, em geral, o
raio desse condutor é muito pequeno. A induténcia por unidade de compri-
mento (H/m) do cabo coaxial pode entao ser definida da seguinte forma:

L T2
St (2).
l 2w 1
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8.5 Inducao Mutua

Da mesma maneira que foi definida a auto-indutancia pode-se definir
a indutancia muitua entre duas espiras proximas uma a outra e percorridas
por correntes I; e Iy como mostra a Fig. B9. Os fluxos magnéticos que
atravessam as espiras dependerao do campo magnético de cada uma delas ou
das correntes conforme a definicao de indutancia, presente na Eq. BT e o seu
calculo serd composto de duas parcelas, a relativa a auto-indugao e a devida
a inducao mutua:

Oy = L1y + Mialo;
Dy = Lolo + Mor 14, (8.23)

em que Ly e Ly sdo as auto-indutancias e M1 e Msq as indutancias mutuas.
Derivando a equagoes B23, em relagao ao tempo e trocando o sinal, obtém-se

Figura 8.9: Solenoides colocados lado a lado, percorridos por correntes
varidveis no tempo, produzindo indugao miutua.

o valor da forga eletromotriz induzida em cada uma das bobinas,

d ar dI,
== ® =L~ — My =2,
€1 dt 1 1 dt 12 dta
d dly I

- —Ly =2 — My =+ 8.24

€2 dt 2 1 dt 21 dt, ( )

portanto, as forcas eletromotrizes dependem tanto da variacao da corrente na
prépria bobina (auto-indugao) como da bobina préxima (indugdo mitua).

Exemplo 8.3
Indutancia Mitua entre dois solenoides concéntricos.
Solucgao
Este exemplo é de grande utilidade pratica pois o auto-transformador
é um dos exemplos desta geometria. Na Fig. B0 se observam dois solenoides
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Figura 8.10: Solenoides concéntricos, o interno com N; espiras e o externo
com Ns, de igual comprimento [ e raios r1 e ro, respectivamente.

de mesmo comprimento, o interno de raio 1 e o externo de raio ro. O ntimero
de espiras é Ny e Ny respectivamente.

O fluxo magnético em cada uma dos solenoides, considerando que o
campo magnético no seu interior é constante, sera

N-
Il + MOJIQ)']TT%;

N-
@1 :Nl(Bl'FBQ)’/TT% :Nl(p,ofl l

l

N- N.
(pg = NQ(B:[T(T% —+ BQ’/TTS) = N2(/L07111)7T7‘% —+ ‘LLoTQIQTFT'%).

Reagrupando os valores na forma da Eq. BZZ3, obtém-se os fluxos conca-

tenados: N2
D) = po— ; 7rr1[1 +

o 2

l
N2 N1 Ny
(PQ = Ho—— I WTQIZ + Ho——F i

As definigoes da auto-indutancia e indutancia mutua, permitem escrever

N2 NNy

7rr1]

Li=po— ] WT%, Mo = pio——— ] s
N2 NN
Ly = po—= 777‘2, Moy = i, ! 27rr%.

l l

Como em geral ocorre, neste caso as indutancias mutuas sao idénticas
e assim, é possivel encontrar uma relagao simples entre as auto-indutancias e
a indutancia mutua.

M = \/LLy*.
T2

Para dois solenoides que possuam Ly = Ly e 71 = 12, as indutancias mituas
sao idénticas,
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8.6 Aplicacoes Cientificas e Tecnoldgicas

As aplicacGes tecnolédgicas da inducao magnética sao muitas, mas ape-
nas duas das mais importantes serao descritas pela sua importancia para o
desenvolvimento tecnolégico do uso da eletricidade e magnetismo. Trata-
remos das correntes parasitas, também denominadas correntes eddy, e suas
implicagoes praticas e dos transformadores dando apenas um tratamento in-
trodutério ja que o tema das correntes alternadas sera tratado na Fisica 4.

8.6.1 Correntes Parasitas ou Correntes de Foucault

Quando um anel metalico é solto, em queda livre, sobre um ima per-
manente, como é mostrado na Fig. BT1(a), as correntes induzidas (correntes
parasitas), que circulardo no interior do anel, formam espiras de corrente,
criando um campo magnético na forma dipolar que tendera a repelir o anel
com uma forca em direcdo contrédria a da queda. Essa forca atuard freiando a
espira de forma andloga ao atrito viscoso. Da mesma maneira, se colocarmos
um ima de barra caindo dentro de um tubo condutor, vertical, como mostra a
Fig.BTI(ab), o ima também serd freiado. A direcao das correntes induzidas é
definida pela Lei de Faraday-Lenz e a existéncia de correntes é sempre devida
a pequenos percursos dentro dos materiais, que com menor resisténcia elétrica
forma pequenas espiras de corrente.

De forma genérica se pode dizer que sempre que o fluxo magnético for
variavel se induzem correntes, denominadas correntes parasitas em pecas
metalicas, como ferro, cobre, aluminio etc. Essas correntes sao as responsaveis
pelo aquecimento do nicleo dos transformadores, e dos rotores dos motores
de indugao.

A existéncia de correntes parasitas pode também ser demonstrada,
como na Fig. BT, ou de uma forma mais dramatica, utilizando dois péndulos
como os mostrados na Fig. BT2. O péndulo macigo sofrerd uma amorteci-
mento maior do que o recortado, pois as correntes parasitas, serao de maior
alcance no material.

As correntes parasitas em uma chapa metéalica podem ser reduzidas se
os caminhos fechados, ou condutores imagindrios, tiverem as suas dimensoes
reduzidas, assim no péndulo da Fig. BT2(a) o efeito de amortecimento serd
muito maior do que na Fig. BT2(b), devido & laminacao. Esta mesma solugéo
é sempre usada quando o efeito de aquecimento deve ser reduzido. Nos trans-
formadores o ntcleo de ferro é construido de laminas muito finas e isoladas
eletricamente com verniz. Por outro lado, as correntes parasitas sao de grande
utilidade quando utilizadas para atenuar oscilagoes indesejaveis, como por
exemplo em balangas, velocimetros, ou especialmente para a construgao de
embreagens e freios eletromagnéticos e nesse caso, os discos nao devem ser

© Claudio Graga 189



Capitulo 8 Eletromagnetismo

F F
D) m
correntes
parasitas
‘ N tubo
metalico
(@ (b)

Figura 8.11: Demonstragoes do Figura 8.12:
amortecimento por correntes de
Foucault em: (a) espira condu-
tora (anel) caindo livremente
sobre um ima; (b) ima caindo
livremente dentro de um tubo
condutor.

Péndulo amortecido por
correntes parasitas: disco condutor os-
cilando entre os polos de um ima; (a)
péndulo macico com maior amorteci-
mento; (b) péndulo laminado com me-
nor amortecimento.

laminados. Exemplos dessa utilidade pode ser destacada nos freios de vagoes
de metro6 e nos fornos de inducao onde as correntes parasitas produzem calor
capaz de fundir os metais.

8.6.2 Transformador

O transformador €, em geral, utilizado para aumentar ou diminuir a
tensao com uma dissipagao de energia muito pequena. Um transformador é
constituido por duas bobinasob uma chamada de enrolamento primaério e a
outra de secundario, em um ntcleo de ferro, que faz a concatenacao das linhas
de campo magnético. Ao primério é aplicada uma tensao, em geral a da rede
e ao secunddrio é ligado um circuito (ou carga) ao qual se quer fornecer uma
determinada tensao. O transformador também pode ser utilizado para isolar
o circuito primario do secundario e nesse caso a tensao de entrada pode ser a
mesma do circuito secundario mas as bobinas devem ser separadas como na
Fig. E13.

O funcionamento de um transformador é esquematizado na Fig. BET3,
onde existem trés componentes, dois enrolamentos de fio condutor e um nicleo
de ferro laminado. O nftcleo de ferro laminado, concentrando as linhas de
campo magnético, faz com que o fluxo, que atravessa a se¢ao dos enrolamen-
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tos, seja 0 maior possivel, aumentando a eficiéncia e diminuindo a dissipagao
de energia. As perdas por aquecimento do nucleo de ferro, por correntes para-
sitas, podem ser minimizadas utilizando um nicleo laminado, isoladas entre
si, tal que as perdas, por correntes parasitas, possam ser inferiores a 5%.

B_[T

3 - NCEE
R. R,

Figura 8.13: Esquema de um transformador: (a) nicleo de ferro e bobinas
priméria e secunddria; (b) esquema elétrico equivalente a um
transformador, cujo secundario esta ligado a uma carga resistiva.

Considerando um transformador como o da Fig. B3, cuja fem do
circuito primdrio € €, e a do secunddrio € €,, pode-se aplicar a lei das malhas
ao circuito primdrio e secunddrio, utilizando o circuito equivalente, da Fig.
BT3(b), mas desprezando as perdas dhmicas,

dr.
0= by

dl,
=M=
€. S

Eliminando-se a derivada da corrente, pode-se relacionar as duas forcas
eletromotrizes e

Na hipdtese das duas bobinas serem totalmente concatenadas pelo fluxo
magnético, tanto a indutancia miitua como a auto-indutancia poderao obtidas
a partir das seguintes equacoes, ja deduzidas neste capitulo:

N,
M = MoAlev
l
N2
L =p,A-L

I
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Substituindo esses valores das indutancias, na relagao da fem, chega-se a:

€s N

e Np

Como a dependéncia temporal da fem em circuitos de corrente alternada se
relaciona com a tensao nos circuitos primario e secundario é possivel escrever

que
Vs  Ns

Vo Ny
Portanto, quando N, > N, o transformador eleva a tensao e quando Ny < NNy,
o transformador baixa a tensao.

Para relacionar as correntes, é necessario considerar a conservagao de
energia desconsiderando as perdas 6hmicas tanto nas bobinas como no ferro
por correntes parasitas. Dessa maneira é possivel dizer que a poténcia do
circuito primario é idéntica a do secundario, portanto

eply = €51,
e a relagao entre correntes serd inversamente proporcional a de espiras:

I, N,

I, N,

O problema do transformador foi tratado, aqui, de forma simplificada,
apenas para ilustrar a aplicagao da inducgao, e no caso real a correntes do
primario e secundario sao alternadas e defasadas e o seu comportamento de-
penderd do tipo de carga ligada ao circuito secundario.
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8.7 Questoes Problemas e Exercicios

1.

Um ima de forma cilindrica se movimenta na diregao normal ao plano
de uma espira condutora circular: a) faga um grafico do fluxo magnético
através da espira em funcdo do tempo; b) mostre graficamente e justi-
fique, a diregao da corrente induzida na espira, quando o ima estd se
aproximando; ¢) quando estd se afastando do outro lado da espira; d)
quando esta atravessando a espira.

Uma espira quadrada de lado a = 10cm, localizada no plano zy, ¢ atra-
vessada por uma campo magnético cujo valor é dado por B = 2i43k(T).
Calcule o valor do fluxo magnético que atravessa essa espira.

. Considerando que a espira do problema 2 gira, de forma que o fluxo

tenha uma variagao desde o seu valor maximo até zero em 1 s, calcule a
fem induzida na mesma. Qual (justifique) a diregao da corrente induzida
na espira.

A espira formada pelo condutor da Fig. EA de forma retangular é atra-
vessada por um campo magnético variavel no tempo cujo médulo, varia
segundo a seguinte expressao: a) B = 2+3t(T) e b) B = 2—3t. Obtenha
o valor da fem induzida nos dois casos e justifique a direcao da corrente
induzida. Considere as seguintes dimensoes: a =5 cm e [ = 10 cm.

Considerando a mesma espira da Fig. B, com as mesmas dimensoes
do problema 4, cujo condutor mével se movimenta com uma velocidade
de 10m/s, qual serd o valor da fem induzida no mesmo.

Um solenoide muito longo, de raio r = a, é percorrido por uma corrente
variavel no tempo, gerando um campo magnético cuja expressao B =
B,t. Obtenha a expressdo da fem induzida no solenoide.

Um condutor retilineo é colocado ao lado, de uma bobina quadrada e
paralelo a um dos seus lados a uma distancia do centro da bobina igual
ao lado da mesma. a) Obtenha o valor da indutdncia mutua conside-
rando a bobina com N espiras; b) Calcule o valor da indutancia mitua
para a = 20cm e N = 100.

Dois condutores retilineos, paralelos sao percorridos por correntes iguais
em sentidos opostos. Obtenha a direcdo da corrente induzida em um
dos condutores, quando no outro se interrompe a circulacao de corrente
de forma brusca.

Deixa-se cair um pequeno ima de forma cilindrica dentro de um tubo
vertical. Quando o tubo é de um material condutor o ima tem o seu
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movimento amortecido atingindo uma velocidade limite. Explique de-
talhadamente em termos de forgas, porque isso ocorre.

10. Um dos problemas de utilizar nicleos de ferro macico em transforma-
dores, e solenoides é o aquecimento dos mesmos. Explique a origem
desse aquecimento e a maneira mais simples de diminuir esse efeito.

11. Um transformador destinado a reduzir a tensao de 220V para 120, sera
utilizado para ser ligado a computador e uma impressora cuja poténcia
total seja de 500 W, qual deve ser a relacao entre o niimero de espiras e
quais as correntes que circularam no circuito primério e secundério do
mesmo.
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Propriedades Magnéticas dos Materiais

Pierre Curie, em 1895, mostrou que as propriedades magnéticas de
uma substancia mudam a uma certa temperatura conhecida como ponto Curie
e Pierre Ernst Weiss postulou a existéncia de um campo molecular em ma-
teriais como o ferro justificando a existéncia dessa temperatura critica onde
ocorre mudanca de fase ...

9.1 Introducao

Depois de entender as trés leis basicas da magnetostatica as Leis de
Ampere, Faraday e de Gauss aplicadas ao vdcuo é necessirio aprofundar os
conhecimentos sobre as propriedades magnéticas da matéria a fim de poder
aplicar essas leis quando meios materiais densos estiverem sob acao de campos
magnéticos.

A matéria é constituida de particulas e tem as suas propriedades ma-
gnéticas devidas ao momento magnético delas. Em particular, os elétrons
possuem momento magnético de spin além do momento magnético orbital. O
nicleo atomico também possui o seu momento magnético devido aos momen-
tos magnéticos dos prétons e néutrons. Os momentos magnéticos intrinsecos
das particulas atomicas ou nucleares sao os responsaveis pelo comportamento
magnético do meio material.

Colocando os materiais dentro de um campo magnético, por exemplo

195



Capitulo 9 Eletromagnetismo

dentro de um solendide, os momentos magnéticos dos atomos ou moléculas
desse material tendem a alinhar-se na direcao desse campo, é o fené6meno que
chamamos de paramagnetismo. Por outro lado, esse mesmo campo também
pode produzir correntes induzidas cujo sentido é contrario ao campo externo,
mostrando o chamado comportamento diamagnético.

Pode-se dizer que existem assim dois efeitos de caracter oposto, o alin-
hamento dos momentos magnéticos com o campo externo que da o caracter
atrativo na direcdo da fonte de campo externo e os momentos induzidos que
produzem forcas de caracter repulsivo. Dependendo dos momentos magnéticos
intrinsecos do material, um ou outro efeito se tornard o dominante.

O agrupamento de elétrons ocupando os niveis atdmicos ou moleculares
faz com que nos materiais onde as camadas estao totalmente preenchidas, o
momento magnético seja nulo e portanto o efeito da inducao ou repulsivo serd
dominante. Portanto, quando nos atomos ou moléculas o spin total é nulo
podemos dizer que o comportamento predominante é o do diamagnetismo
onde os materiais sao ligeiramente repelidos pelo campo externo.

A maior parte das substancias apresenta comportamento diamagnético,
como a agua e os plasticos. Nos materiais, onde existe o momento magnético
intrinseco, existird além do comportamento diamagnético, em geral muito
fraco, o comportamento atrativo muito fraco, ou paramagnético. Dentre estes
materiais, pode-se citar o aluminio e o oxigénio.

Além desses dois comportamentos devemos destacar a forte atragao que
alguns materiais sofrem sob acao de campos magnéticos externos, o chamado
ferromagnetismo. Naturalmente agora pode-se dizer que os momentos ma-
gnéticos nesses materiais devam ser muito fortes e isso se deve a que os seus
atomos estao distribuidos na forma de dominios magnéticos. Esses dominios
nada mais sdo que pequenas regioes da estrutura microscépica formadas por
um certo nimero de atomos cujos momentos magnéticos possuem um alinha-
mento preferencial. Pode-se dizer, entao, que o dominino magnético possui um
momento magnético muito maior do que o dos atomos, nao podendo portanto
ser facilmente alterados pelas vibragoes térmicas. Somente acima da tempe-
ratura Curie é que o alinhamento dentro dos dominios pode ser destruido.
No caso do ferro, essa temperatura é de 770°C.

9.2 Grandezas Magnéticas e suas Unidades

A medida das grandezas magnéticas no sistema internacional de me-
didas (SI) é muito simples mas muitas vezes nos deparamos com valores em
outros sistemas de unidades que nos causam confusdo. Em primeiro lugar,
vamos esclarecer as varias denominagoes dadas ao campo magnético §7
também encontrado na literatura, com a denominacao de densidade de fluzo
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magnético, ou inducao magnética.
O campo magnético externo ou campo magnético aplicado B, pode
ser relacionado com a densidade de fluxo através de:

B =B, + By, (9.1)

em que B M representa a magnetizacao. Através desta expressao, pode-se di-
zer que quando um material estd sob agao de um campo magnético externo éo,
ele adquire uma magnetizagao B M, que por sua vez modifica o campo total.
No caso dos materiais diamagnéticos e paramagnéticos, o campo magnético
de magnetizacao criado no interior dos materiais pode calculado através da
relagao

B,, = xmBo, (9.2)

em que a constante x é denominada susceptibilidade magnética, cujo valor
é positivo para o paramagnetismo e negativa para os materiais diamagnéticos.
Substituindo a equagao B2, na B, resulta,
B
L+ Xm

(9.3)

o

Na tabela B encontram-se os valores da susceptibilidade magnética de alguns
materiais de grande utilidade tecnolégica.

Tabela 9.1: Susceptibilidade Magnética de alguns Materiais a 20°C'

Material Xm

Aluminio 2,30 x 107°
Bismuto —1,70 x 1074
Cobre —0,98 x 1075
Ouro —3,60 x 1075
Prata —2,60 x 1075
Titanio 7,06 x 107°
Nitrogénio —5.00 x 1079
Oxigénio  —2,09 x 1076

Para a determinacao da susceptibilidade de um dado material utiliza-
se, por exemplo, um campo magnético B, externo é produzido pela corrente,
I, que circula em um solenéide no qual se introduz o material, como ntcleo,
como é mostrado na Fig. B

Aplicando a lei de Ampere, da mesma maneira como foi feito para um
solenoide com véacuo,

}1{ B, - dF = pol,, (9.4)
C
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e utilizando a Eq. B3 pode-se reescrever a equagao de Ampere B4 da seguinte

forma .
Bdr
= :U'oIov 9.5

fg I+ Xm (6:3)

a partir da qual pode-se definir a permeabilidade magnética do material na
forma;

1= po(1 + Xom)- (9.6)

Portanto, a lei de Ampere aplicada a um meio material de permeabilidade
magnética u, terd a seguinte forma:

f{ B di = ul,. (9.7)
C

Em vez do vetor indugao magnética, utiliza-se, muitas vezes, o vetor campo
magnético H e como consequéncia pode-se reescrever a lei de Ampere de
uma forma mais simples,

H-dr=1,. (9.8)
C

Podendo, entao, definir-se o campo magnético como sendo

B
H="=.
n

No sistema SI, o valor de B ¢ dado em Tesla , mas também pode-se
encontrar medidas em Gauss. A medida de campo magnético é comumente
feita por um gaussimetro, o ideal seria chama-lo de teslametro, pois gauss é
uma unidade do sistema CGS. A relacdo entre as duas é 1G = 10~4T. No SI
H ¢ medido em A/m, mas também se encontra em oersted (Oc) no CGS, 1
Oe = 1000/47 A/m. A magnetizagdo por sua vez no SI, também é dada em
A/m e no sistema CGS em emu/cm? (magnetizagao por unidade de volume).

9.3 Caracterizacao de Materiais Magnéticos

Como a magnetizacao é dependente da temperatura e do campo ma-
gnético externo, pode-se dizer que a caracterizacao de um material magnético
depende da medida experimental de duas fungoes fundamentais: By (B,) e
de By (T), ou seja a magnetizacdo em func¢ao da temperatura e em fungao do
campo magnético aplicado. A magnetizagdo de um material é feita introduzindo-
se uma amostra desse material no interior de um solenoide ou um toroide no
qual circula uma corrente, capaz de criar um campo magnético externo, como
nos mostra a Fig. @
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magnetizagdo

Figura 9.1: Magnetizacao de um material utilizando o campo magnético ex-
terno, produzido por um solenoide percorrido por uma corrente
elétrica L.

Cada material possui algum tipo de comportamento magnético tipico
mas em geral nos referimos ao magnetismo como & propriedade de atragao
magnética dos imas permanentes. Este tipo particular de magnetismo, o
ferromagnetismo, nao é o Unico tipo de comportamento magnético, pois estu-
dando essas duas funcoes de magnetizagao poderemos classificar outros tipos
de materiais magnéticos. As propriedades magnéticas dos materiais, exce-
tuando o diamagnetismo que ocorre em todos os materiais, sao decorrentes
das interagoes de elétrons desemparelhados. Essas propriedades, presentes
em materiais com os metais de transigao, lantanideos e seu compostos sao
devidas aos elétrons d e f desemparelhados. De uma forma geral é usual
classificar os materiais em trés classes principais: paramagnéticos, nos quais
os momentos magnéticos dos elétrons desemparelhados encontram-se orien-
tados aleatoriamente; ferromagnéticos, nos quais os momentos magnéticos
dos elétrons desemparelhados estao todos alinhados; antiferromagnéticos, nos
quais os momentos magnéticos se alinham de forma oposta. Além destas trés
classes ainda ¢é possivel classificar como ferrimagnéticos, quando os spins estao
alinhados de forma oposta, mas como o nimero de spin em uma direcao ¢ dife-
rente da outra, resultando em um momento magnético. Na Fig. B4, pode-se
observar o efeito de campo magnético externo sobre os dipolos magnéticos
dos materiais considerados. Diversos outros comportamentos magnéticos da
matéria tem sido explorados entre eles podemos citar: Spin-Glass (vidros de
spin), Cluster-Glass e super-imas formados de particulas magnéticas muito
pequenas, que atuam como um paramagneto gigante.

A susceptibilidade magnética total de um material é resultante da im-
portancia relativa do seu comportamento diamagnético e paramagnético ou
ferromagnético. A susceptibilidade magnética varia de 107° em materiais
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WAN A

>

Figura 9.2: Tipos de Materiais Magnéticos: (A) paramagnéticos; (B) fer-
romagnéticos; (C) antiferromagnéticos; (D) ferrimagnéticos;
adaptado  de: http://www.sigmaaldrich.com/materials-
science/alternative-energy-materials/magnetic-
materials/tutorial /properties.html

fracamente magnéticos até 10° em materiais fortemente magnéticos. Depen-
dendo da origem microscépica da magnetizacao, os materiais sao classificados
como:

e diamagnéticos, sao sempre, fracamente repelidos por campos externos
muito intensos, caracteristica de quase todos os materiais existentes
na natureza, como agua, plantas, madeira, solo, pele etc. Uma das
consequéncias mais importantes desta propriedade é o seu uso na geragao
de imagens por ressonancia magnética ou MRI,

e paramagnéticos, sao alguns metais, como o aluminio, ouro, e cobre,
fracamente atraidos por campo externo intenso;

e ferromagnéticos, materiais fortemente atraidos por campo magnético,
incluem o niquel, cobalto e o ago;

e antiferromagnetismo;

e Ferrimagnetismo, o material mais conhecido é a magnetita, presente em
muitas rochas e nas chamadas ferrites.

© Claudio Graga 200



Capitulo 9 Eletromagnetismo

Na tabela Hl, observa-se que existem substancias com susceptibilidade
magnética positiva e negativa que corresponde, respectivamente, as parama-
gnéticas e diamagnéticas. Como regra geral, a susceptibilidade magnética das
substancias paramagnéticas é maior do que a das diamagnéticas. Uma outra
informacao importante é que a susceptibilidade dos materiais diamagnéticos é
independente da temperatura enquanto que para os paramagnéticos depende
fortemente da temperatura cuja dependéncia foi estabelecida por Pierre Curie
em 1895, 7 a susceptibilidade paramagnética diminui inversamente proporcio-
nal a temperatura absoluta”.

9.3.1 Origem atémica do Magnetismo

A magnetizagdo da matéria tem origem no momento magnético asso-
ciado ao momento magnético do elétron, mas o nicleo atéomico, também
possui momento magnetlco O magnetismo atémico é devido tanto ao mo-
mento magnético orbital L como ao momento angular de spin S. O momento
magnético, devido ao momento angular dos elétrons, pode ser entendido de
forma cléssica, na Fig. B33, pode-se observar a analogia entre os momen-
tos magnéticos produzidos por corrente elétrica em uma espira e o momento
magnético orbital e de spin.

Hy ML

AN AN

N 8 @

nacleo
atomico

(2) (b)

espira de
corrente

Figura 9.3: Momentos magnéticos gerados por: (a) corrente elétrica em uma
espira; (b) elétron girando em sua 6rbita; (c¢) spin do elétron.

O elétron girando entorno do nticleo gera uma corrente I,

20 _w
At 2n

, que por sua vez gera um momento magnético

_ o2
p=TA=inr? ;Twm"Q: e;)r7 (9.9)
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em que w € a velocidade angular do elétron e r o raio médio orbital. Consi-
derando que o momento angular orbital seja dado por |L| = movr = mwr?
pode-se escrever, de forma vetorial, o momento magnético orbital:

A constante de proporcionalidade entre o momento magnético e 0 momento
angular é a denominada razao giromagnética classica, v = 5. Em virtude do
sinal da carga do elétron, o vetor momento magnético tem direcao contraria
a do momento angular. A soma dos momentos angular orbitais, J, permite

obter o momento magnético atéomico total, como:

e

> e - e =
g = —9g—J = —gr,—J + —gs——85, 9.11
# nge gLQme T ( )

2me

em que g é um numero positivo conhecido como fator de Landé. Para o
momento angular, g5, = 1 enquanto que para o spin, por ser uma propriedade
intrinseca, que nao possui andlogo mecanico o valor da razao giromagnética
vale g; ~ 2. Os momentos magnéticos atomicos sao sempre a soma dos
momentos magnéticos angulares, orbitais e de spin:

fiLs = fis + fiL. (9.12)

Na Fig. B3 nao foi representado o momento magnético devido ao ntcleo
atomico pois, apesar da sua importancia na fisica nuclear, seu valor é in-
significante e nao influencia as propriedades magnéticas dos materiais. O
momento magnético atdmico, considerando a contribuigao nuclear deveria ser
escrita como:

Ars = fis + fr + ﬁnpa (9~13)

na qual p,y, representa o somatério dos momentos magnéticos dos néutrons
e prétons nucleares.

9.3.2 Diamagnetismo

Quando a funcao de magnetizacao Bj, em relacdo ao campo externo,
é linear e reversivel, mas possui uma inclinacao negativa, a susceptibilidade
terd valor negativo, ocorre o chamado diamagnetismo. Na maioria dos casos,
esse comportamento resulta da contribuicao de elétrons emparelhados, ou
seja, quando o momento magnético é nulo. Na Fig. B4, se observa o chamado
efeito Meissner, ou comportamento diamagnético dos supercondutores do tipo
I no qual as linhas de campo magnético se afastam do condutor. Quando um
supercondutor é submetido a um campo magnético, a corrente induzida anula
0 campo magnético no interior do material.
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Em 1908, o holandés Heike Kamerlingh

Onnes descobriu que para uma tempe-

ratura diferente do zero absoluto, a re- - B
sistividade elétrica de alguns materiais -
era nula. A essa temperatura critica =

T., esses materiais como o mercurio, ~T>T,
atingem o estado supercondutor. Isto

se tornou ainda mais evidente apds a

descoberta em 1933, por Meissner e - B
Ochsenfeld, de outra importante pro- N .
priedade de um material no estado _\-m_j_._rﬂ"

supercondutor: o diamagnetismo per-
feito. Eles descobriram que um campo
magnético externo aplicado em um ma-
terial no estado supercondutor é expe- Figura 9.4: Supercondutor do tipo
lido de seu interior. Essa propriedade I mostrando o seu comportamento
passou a ser chamada de Efeito Meiss- diamagnético dentro de um campo
ner como mostra a Fig. B4. Nessa fi- magnético externo quando ele se en-
gura mostra-se a corrente induzida que contra abaixo da temperatura cri-
gera uma campo contrario ao externo. tica, Tp.

Substancias como os diamantes, que s@o substancias diamagnéticas, sdo
repelidas pelo campo magnético ao contrario das substancias como o aluminio,
paramagnéticas, que sao atraidas. Tanto a atragdao das paramagnéticas como
a repulsao das diamagnéticas é de intensidade muito pequena, dependendo
da sua susceptibilidade, e quase imperceptivel se comparada com a atragao
das substéancias ferromagnéticas. Através dos experimentos de magnetizagao
pode-se concluir, entao, que as substancias diamagnéticas repelem as linhas
de campo ou seja no interior de uma amostra, diamagnética B < B, enquanto
que as paramagnéticas, atraem as linhas de campo magnético portanto, B >
B,.

Teoria do Diamagnetismo de Larmor

Nas substancias cujos dtomos nao possuem momentos magnéticos di-
polares permanentes, por emparelhamento dos momentos angulares orbitais
e de spin, a indugao de momentos magnéticos é a responsavel pelas suas pro-
priedades magnéticas. Nestas substancias, apesar de possuirem momentos
magnéticos, intrinsecos, nulos, quando sob a agao de um campo externo cujo
fluxo varia no tempo, ocorre a indugao de dipolos magnéticos.

De acordo com a Lei de Lenz, o sentido dos momentos magnéticos in-
duzidos é oposto ao do campo magnético externo portanto, de um modo geral,
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pode se dizer que o diamagnetismo estd sempre presente, quando se aplicam
campos magnéticos externos variaveis tenha o material ou nao momentos
magnéticos permanentes. Embora os atomos tenham momentos magnéticos,
também se induzem correntes circulares, que geram esse comportamento dia-
magnético, mas em geral, nesse caso, o comportamento diamagnético é ofus-
cado pelo paramagnético.

O diamagnetismo, associado a correntes circulares, costuma ser cha-
mado de diamagnetismo de Larmor e pode ser observado facilmente para
atomos com orbitais com dois elétrons. O modelo classico do atomo dia-
magnético parte da idéia de um elétron com dois elétrons na tltima camada
que possui momento magnético total nulo, conforme se pode observar na Fig.
&a:

|
B=0 | B#0
|
a» |
o |
1, +p,=0 : K +p,#0
elétron 1 elétron 2 | elétron 1 elétron 2
I

(a) (b)

Figura 9.5: Efeito diamagnético, em atomos com dois elétrons, mostrando o
momento magnético atémico: (a) Sem campo magnético externo;
(b) com campo externo.

Colocando um dtomo de dois elétrons dentro de um campo magnético
externo, pode-se calcular a susceptibilidade escrevendo a forca resultante sobre
cada um dos elétrons e igualando-a a forca centripeta. Considerando um
campo magnético, externo, de pequena intensidade, B,, a variagao da forca
sobre do elétron "1 conforme a Fig. B3, resulta em

2 2
- m}e%v = —% —evB,. (9.14)
Para o elétron "2” a forga serd
2 2
— m;” - —% + evB,. (9.15)

As equagoes I14 e T3 podem ser escritas em funcao da frequéncia de rotagao,
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w=wv/R, com e sem campo externo,

v? v2 v eB
—_—__o _ X7 9.16
R? RZ Rm,’ ( )
v? v2 v eB
_— === 9.17
R? R? R me ( )
Considerando nas duas equagoes, a defini¢do da frequéncia de Larmor,
eB,
w =
L 2me )
resulta que
w? —w? — 2wwp, =0, (9.18)
w? — w2 + 2wwr, = 0. (9.19)

Nas duas equagoes I8 e B9, somando w? aos dois lados das mesmas,

w? +w? — 2w, = w? +wi, (9.20)
w? + w? 4 2w, = w? + W, (9.21)
resulta que
(w—wp)? = w?+uwi, (9.22)
(WwHwr)? = w4wi. (9.23)

Considerando que o valor de wy, < w,, pode-se simplificar as equagoes 22 e
073, obtendo-se a frequéncia angular de cada um dos elétrons:
w = W+ wr, (9.24)
Wy = Wy — WL. (9.25)

Os momentos magnéticos para cada um dos elétrons podem ser obtidos de
forma classica utilizando a Eq. €9

eR?

—ewq

w =LA= o TR? = 5 (wo +wrL), (9.26)
—ew eR?
o = LA = 27r27rR2 = = (wo —wp). (9.27)

Os elétrons terao esta frequéncia, wy, de rotagdo em torno do campo
magnético externo. Neste exemplo considerou-se o caso particular em que o
campo externo é perpendicular ao plano da érbita. Quando o campo externo
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atua sobre o 4tomo de dois elétrons, ambos adquirem um momento adicional
resultando no momento total, p4;, contrario ao campo externo dado por

e’R’B

2
5. (9.28)

Pdia = p1 + pi2 = —eRwp, = —
Como a magnetizagdo pode ser definida a partir do momento magnético por
unidade de volume de uma substancia, para obter o seu valor basta multi-
plicar o momento magnético atomico pela densidade atéomica "n, . Como a
susceptibilidade é a relagao entre a magnetizagao e o campo externo, pode-se
escrever que
2 p2
Naldia Ng€ R
Ll L 9.29
Xdia = —Ho ™ p- Ho =g (9.29)

Para uma substancia tipica com
R~107m; ng, ~6x10%m=3,

pode-se calcular a susceptibilidade utilizando a Eq. cujo valor, Xgia ~
107, é da ordem dos valores constantes na tabela BCI para as substancias
diamagnéticas.

Todas as substancias sao compostas de atomos e moléculas nos quais os
elétrons ocupam érbitas definidas e, evidentemente, o diamagnetismo é uma
propriedade geral que também ocorre quando os dtomos possuam momentos
magnéticos permanentes, ja mencionados no paramagnetismo. No caso geral,
pode-se dizer que a susceptibilidade magnética serd a soma dos dois efeitos,

X = Xpara T Xdia- (930)

O valor do termo diamagnético, como ja foi mencionado, em geral, é muito
inferior, em modulo, ao paramagnético.

Os materiais chamados diamagnéticos sao aqueles que nao possuem di-
polos magnéticos permanentes, em virtude dos seus atomos ou ions possuirem
camadas eletronicas completas. Os gases nobres, como o He, Ne, Ar, Kr, Xe
sdo portanto diamagnéticos, bem como os compostos como o NaCl, KBr e
LiF, da mesma forma, por possuirem camadas completas.

9.3.3 Paramagnetismo

As substancias com atomos e moléculas com momentos magnéticos per-
manentes sob a acao de campo magnético externo tendem a alinhar os seus
momentos magnéticos, surgindo o efeito paramagnético ao mesmo tempo em
que a energia cinética, devida a agitacao térmica, produz um desordenamento
dos momentos magnéticos, ao se aplicar um campo magnético externo apa-
rece uma competicao entre a energia do campo externo e a da temperatura
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do corpo. Nos gases a energia térmica é principalmente a energia cinética
das moléculas, e a desordem ocorre com o as colisdes entre moléculas. Nas
substancias solidas a agitagao responsavel pela desordem é a vibracional en-
quanto que nos liquidos os dois efeitos estao presentes.

A Fig. OA(a) ilustra as caracteristicas dos materiais paramagnéticos
descritas acima, mostrando os dipolos, na auséncia de campo magnético ex-
terno com diregoes ao acaso. Na mesma Fig. HB(b) se observa que a magne-
tizagao em funcao do campo externo, possui um comportamento linear, para
uma dada temperatura onde a inclinacao é a susceptibilidade.

4 £

/ \ N\ / B, 1
o
/ T S
I
— E
'\ ®
\ N | 2

Campo Externo Bz T

(a) (b) ()

Figura 9.6: (a) Comportamento paramagnético sem campo externo; (b) ma-
gnetizagao do material paramagnético, a temperatura constante,
em fungao do campo externo; (c¢) inverso da susceptibilidade em
funcao da temperatura.

A forma mais simples de comportamento magnético é o paramagne-
tismo, como o caso do exemplo apresentado na Fig. BA(b), em que a curva
By (B,) é linear e intercepta a origem ou ponto de campo externo nulo. Esse
tipo de magnetizagao ¢é reversivel ou seja, a curva seguida é a mesma quando
aumentamos o campo externo ou quando o diminuimos. A susceptibilidade
dos materiais paramagnéticos apresenta algumas caracteristicas interessantes
que pretendemos esclarecer a seguir.

e Paramagnetismo do tipo Curie
O paramagnetismo pode se originar por diferentes causas mas como as
curvas que mostram a dependéncia Bjs(B,) s@o lineares, costuma-se
investigar a origem do paramagnetismo através da relagao da suscepti-
bilidade com a temperatura. Se observa no caso da Fig. HB(c) que a
susceptibilidade segue a func¢ao

X(T) = =5 (9.31)

HIQ

em que C é uma constante.
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A Fig. @0(c) nos mostra 1/x em fungao de T, o que permite, de forma
mais simples, analisar as propriedades dos materiais paramagnéticos
pois a inclinacao da reta permite obter o valor de C que pode ser relacio-
nado com o momento magnético efetivo do atomo. O comportamento
chamado paramagnetismo tipo Curie, que ocorre para materiais nos
quais nao ocorre interagao entre dipolos magnéticos, e a interagao tenta
alinhar os momentos magnéticos dos &tomos com o campo magnético ex-
terno. A dependéncia da susceptibilidade com o inverso da temperatura
é o resultado da competigao entre a forga de alinhamento dos momentos
magnéticos paralelos ao campo e a agitacao térmica tendendo a romper
esse alinhamento. Com o aumento da temperatura, a susceptibilidade
diminui devido & agitagdo térmica que aumenta, reduzindo o efeito do
campo externo.

e Paramagnetismo Curie-Weiss

O que torna diferente o magnetismo de Curie-Weiss é o surgimento de
interacao entre os momentos magnéticos de diferentes dtomos. Esta
interacao entre atomos, denominada interacao de troca é que propi-
cia o alinhamento de momentos adjacentes na mesma diregao ou, pode
mesmo, permitir alinhamento de vizinhos em diregoes opostas.

Verifica-se experimentalmente que a susceptibilidade de Curie-Weiss
pode ser representada por

_C

S T-0
em que 6 é denominada temperatura de Curie-Weiss, relacionada com
valor da interacao entre momentos. O sinal de € indica se a tendéncia
é de alinhar ou desalinhar. Na Fig. B4 pode-se observar esse fato em
torno dessa temperatura para o valor de # positivo ou negativo. A
interacao para # > 0 é denominada interacao ferromagnética e 6 < 0
interacao antiferromagnética.

Xew (9.32)

e Paramagnetismo de Pauli

O paramagnetismo de Pauli é observado nos metais e é devido aos
elétrons de condugao que possuem momentos magnéticos que podem
ser alinhados com o campo magnético externo. A caracteristica princi-
pal deste paramagnetismo é que o valor da susceptibilidade y é quase
independente da temperatura e, na maioria dos casos, pequeno.

9.3.4 Ferromagnetismo

Vérios metais do grupo de transicao do ferro, como o proéprio ferro,
niquel e cobalto, puros ou formando ligas, apresentam uma magnetizacao
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Figura 9.7: Inverso da Susceptibi-
lidade em funcao de T, para siste-
mas com comportamento Curie, ou

Figura 9.8: Comportamento fer-
romagnético e paramagnético em
torno da temperatura Curie

Curie-Weiss.

muito intensa a temperatura ambiente, mesmo sob a acao de pequenos campos
magnéticos externos. A magnetita é um desses compostos conhecida, como
ima permanente, ha milénios.

Uma teoria para o ferromagnetismo baseada nos momentos magnéticos
atomicos, foi proposta por Pierre Weiss. Neste modelo, cada dipolo magnético
atomico sofre a agdo de um campo magnético médio criado pelos vizinhos,
que tende a fazer com que os vizinhos muito préximos formem um dominio
de momentos magnéticos na mesma diregao. Este campo efetivo, é chamado
campo molecular de Weiss e é proporcional a magnetizacao local do dominio.
A origem do campo molecular de Weiss é atribuida a uma energia de troca
entre dois elétrons cuja diferenca de energia eletrostdtica resulta de que os
spins paralelos possuam uma energia minima de troca.

Uma amostra de ferro possui uma estrutura de micro-cristais, for-
mando uma estrutura cibica que no processo de solidificacdo torna-se poli-
cristalina com os micro-cristais orientados ao acaso. A anisotropia de um
mono-cristal implica na existéncia de direcbes preferenciais de orientacao
da magnetizacao M. Essas direcoes de maior magnetizagao formam um
dominio magnético, no qual a magnetizagao esta saturada, constituindo a cha-
mada auto-magnetiza¢io. A Fig. B9(a) é uma microfotografia de dominios
magnéticos de uma amostra de ferro com 3% de silicio, onde cada tonali-
dade indica uma orientagao da auto-magnetizagao. Esses dominios, chamados
dominios de Weiss, possuem dimensdes que vao de 107 a 1072¢m3. Com base
neste modelo, pode-se explicar qualitativamente a magnetizacao dos materiais
ferromagnéticos.

Em uma amostra poli-cristalina inicialmente desmagnetizada, os micro-
cristais, ou seus dominios, estao orientados ao acaso e ao aplicar um campo
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magnético externo ocorre o alinhamento, relativo, dos dominios. Com o cres-
cimento do campo externo, devido aos defeitos da estrutura cristalina, ocorre
o atrito entre as paredes dos dominios, gastando-se energia. Quando se di-
minui o campo externo, esse atrito impede a reordenagao dos microcristais
mantendo-se uma magnetizacao residual, chamada remanéncia, ocorrendo o
chamado efeito de histerese. Na Fig. E9b os dominios magnéticos sao mostra-
dos sem campo magnético externo e a magnetizagao é nula, enquanto que no
caso E9(c), com campo externo, ocorre a orientagao dos dominios magnéticos
fazendo um realinhamento na direcdo do campo externo.

(b)  Bo=0 ) Bo™

Figura 9.9: (a)micro-fotografia de dominios magnéticos, (b)Dominios
magnéticos orientados ao acaso, (c) dominios magnéticos
orientados por um campo magnético externo.

Existem duas técnicas, muito simples, para evidenciar a existéncia de
dominios e do atrito entre as paredes dos mesmos. A primeira é a chamada
técnica de F. Bitter, pela qual se espalha p6é muito fino de ferro, sobre uma
superficie polida de um cristal, os contornos do dominio, poderao ser evi-
denciados sob um microscépio. A segunda técnica é a utilizacdo das variagdes
bruscas de fluxo magnético durante a magnetizagdo. As variagoes de correntes
induzidas, devido ao atrito entre as paredes dos dominios, geram o chamado
ruido Berkausen.

O ferromagnetismo é um dos mais importantes tipos de magnetismo
por ser o tipo mais forte de magnetismo encontrado nos materiais. As cur-
vas By(B,) e By (T) destes materiais apresentam um comportamento nao
linear e nao reversivel e essa falta de reversibilidade é chamada histerese
magnética. As curvas de histerese podem ser obtidas colocando um material
ferromagnético no interior de um campo externo, por exemplo, no interior
de um solenoide, como mostra a Fig. HE, controlando-se o campo externo,
através da corrente que circula no solenoide. Aumentando-se o campo externo,
o campo total satura e quando se reduz o campo externo B,, verifica-se, a par-
tir da saturacdo, que a magnetizagao segue uma outra funcao nao retornando
a zero, quando o campo externo se anula. O valor desta magnetizagao quando
B, = 0 é chamado de magnetizagao remanente. Uma grande magnetizagao
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remanente é desejavel para fitas de gravagao magnética, enquanto que para
materiais para nucleos de transformadores ela deve ser muito pequena. Os
materiais com alta magnetizagdo remanente sao comumente chamados ferro-
magnetos duros e os de pequena magnetizagdo remanente ferromagnetos doces
ou suaves.

Esse comportamento da magnetizacao de substancias ferromagnéticas
é mostrado nas curvas de histerese, presentes na Fig. E10. Pode-se observar,
nessas curvas, que a magnetizagao de um ferromagneto pode ser levada a
zero aplicando um campo externo negativo de grande intensidade. O campo
magnético necessario para anular a magnetizagao é chamado campo coercivo,
ou coercitivo, usualmente escrito como B¢.

A relacao da propriedade ferromagnética com a temperatura pode ser
observada na Fig. B3, que nos mostra o comportamentos da magnetizagao
de saturacao em funcao da temperatura para um material ferromagnético, in-
dicando que acima da temperatura Curie, o material se torna paramagnético
seguindo um comportamento do tipo Curie-Weiss. Em um material ferro-
magnético abaixo da temperatura Curie (T¢), os momentos magnéticos dos
atomos ficam todos alinhados na mesma direcao, dentro de cada um dos
dominios.

Figura 9.10: Curvas de Histerese de material ferromagnético, (a)para ferro
puro, (b) e para um material de fabricagao de {més permanentes.

9.3.5 Antiferromagnetismo e Ferrimagnetismo

Quando a interacao de troca entre dois ions vizinhos é negativa os seus
spins alinham-se na mesma direcao mas em sentidos opostos. Este ordena-
mento magnético é de natureza mais complexa que o ferromagnético. Na
Fig. @10 mostram-se os ordenamentos para antiferromagnetismo e ferrima-
gnetismo. No caso do antiferromagnetismo o acoplamento oposto anula a

© Claudio Graga 211



Capitulo 9 Eletromagnetismo

magnetizagdo enquanto que no caso do ferrimagnetismo, como os momen-
tos vizinhos sao diferentes, a magnetizagao resultante é diferente de zero.
Apesar do grande interesse cientifico, os materiais antiferromagnéticos nao
tém grande aplicagao tecnolégica enquanto que alguns ferrimagnéticos, como
as ferritas, especialmente aquelas produzidas com terras raras, possuem alta
magnetizagao e alta resistividade. Estas propriedades fazem que o seu uso
para nucleos de transformadores de alta frequéncia seja muito importante,
pois nao ocorre o aquecimento por correntes parasitas como no caso dos
ferromagnéticos. Tanto o antiferromagnetismo como o ferromagnetismo sao

“«O-<0-+O- <O +O-<O-
-0»-0r-0> O O O

“O- 4040~ O <O~ +O-
-Or-0r-O> O O O

Antiferromagnetismo Ferrimagnetismo

Figura 9.11: Tlustracao do ordenamento de spin para os materiais antiferro-
magnéticos e ferrimagnéticos.

originados pela interagdo entre os spins. No caso do antiferromagnetismo,
hé a tendéncia dos momentos magnéticos de spin sofrerem alinhamento em
direcoes opostas cancelando-se os momentos vizinhos ao alinhar os momentos
magnéticos (spin) em diregbes opostas ou seja, a constante de Curie-Weiss é
negativa (6 < 0).

O comportamento antiferromagnético é semelhante ao paramagnético
mas a sua origem é completamente diferente pois no paramagnetismo existe
um desordenamento em funcao da temperatura, enquanto que no antifer-
romagnetismo existe um estado ordenado de longo alcance. Os momentos
magnéticos se alinham de forma alternada como estd indicado na Fig. BT

O ferrimagnetismo estd presente no magnetismo natural como o exibido
pela magnetita, registrado ja no 6° século AC, é de uma ferrita, um composto
contendo fons de oxigénio, O- , e fons de ferro em dois estados, Fet? e Fet3,
Os fons de Fe IIT estao emparelhados em dire¢oes opostas e nao produzem nen-
hum campo magnético externo, mas os ions de ferro I estao todos alinhados
na mesma direcao, sendo responséaveis pelo magnetismo externo.
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9.4 Magnetismo Terrestre

Os registros paleomagnéticos indicam que o campo geomagnético existe
pelo menos ha trés bilhoes de anos. No entanto, baseando-se no tamanho e
na condutividade elétrica do nicleo da terra, se o campo magnético nao fosse
continuamente gerado, deveria decair em aproximadamente 20.000 anos, pois
a temperatura da terra é muito alta para sustentar um magnetismo perma-
nente. Além disso, os registros paleomagnéticos também mostram que a po-
laridade de dipolo do campo magnético terrestre sofreu, no passado, varias
reversoes com um tempo médio de reversao de 200.000 anos, mas com eventos
aleatérios de reversao acontecendo em apenas 20.000 anos.

Com estas observagoes, questiona-se o tipo de mecanismo capaz de ge-
rar o campo magnético terrestre continuo. Discute-se ha muito tempo que este
mecanismo é um dinamo convectivo operando na capa liquida que circunda
o nucleo central, composta fundamentalmente de ferro. O nicleo central da
Terra tem, aproximadamente, o mesmo diametro da Lua mas a sua tempe-
ratura é aproximadamente a mesma da superficie do sol. A conveccdo na
capa externa do nucleo central, fluida, supoe-se ser definida tanto pelas fontes
térmicas como pela flutuacao na fronteira do ntcleo central, produzida pelo
esfriamento lento da Terra, o fluido de alto teor de ferro, solidifique na forma
de liga metdlica. Estas forgas de flutuagdo provocam o movimento vertical
devido as forcas de Coriolis, em funcao da rotacao da terra, fazendo com que o
movimento do fluido seja helicoidal. Presume-se que este fluido se movimenta,
gira e corta o campo magnético, gerando um novo campo magnético, para
substituir aquele que decai por difusdao. Este modelo é o chamado dinamo
convectivo. Na Fig. HI2 se observa este modelo, e o campo magnético
interno e externo, resultado da simulacao numérica recentemente realizada,
conforme relata a referéncia 13, que se encontra no apéndice F.4. Os cam-
pos magnéticos, gerados por este modelo, se assemelham ao campo magnético
observado, prevendo, inclusive, as caracteristicas bem conhecidas de reversao
temporal e deformagao para o Oeste.

9.5 Aplicagoes Cientificas e Tecnolégicas

A evolugao cientifica e tecnoldgica, na produgdo de materiais magnéticos,
pode ser exemplificada em muitas dreas do conhecimento humano, mas uma
das que mais se destaca é a do registro magnético de dados, pois nos tltimos
anos, a densidade de gravacao magnética cresceu de forma significativa.
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Figura 9.12: (a) Modelo do geodinamo terrestre, (b) campo Magnético si-
mulado no exterior da terra e, (¢) no interior da terra. Fonte:
referéncia 13 do apéndice F.4

9.5.1 Aplicagao de Materiais Magnéticos

Do ponto de vista da aplicagao, os materiais magnéticos podem ser
classificados em trés grandes classes:

e Materiais Duros
e Materiais Moles
e Materiais Intermediarios

Estes trés comportamentos estao exemplificados, pelas curvas de histerese, na
Fig. I3. Os materiais duros sao utilizados como imas permanentes devido
a sua grande magnetizagao remanente e campo coercitivo o que resulta em
um ciclo de histerese com uma grande area. A area da curva de histerese
é proporcional a energia de magnetizacao. Os moles sao aqueles facilmente
magnetizaveis e também desmagnetizaveis com a retirada do campo externo
portanto, sao utilizados em ntcleos de transformadores e nticleos de solenoides
etc. Os materiais que devem manter a magnetizacao estavel, como os meios
de gravagao magnética sao do tipo intermediario. Na tabela B2 se apresentam
alguns desses materiais.

Tabela 9.2: Exemplos de materiais ferromagnéticos e sua utilizagao.

Materiais Duros Materiais Moles Materiais Intermedidrios
Ferrite de Bério Aco Silicio Fes0O3

Samaério-Cobalto Ferro CrOq

Neodimio-Ferro-Boro Mumetal Tintas metalicas de Fe e Co
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7. .
LHB-%B

Figura 9.13: Comportamento ferromagnético de varios materiais: (a) mate-
riais duros; (b) materiais Moles; (c) materiais intermedidrios.

¥

9.5.2 Conformagao Mecanica com Forcas Magnéticas

A conformacao mecénica utilizando campos magnéticos pulsados, teve
0 seu primeiro estudo feito por um prémio Nobel, o fisico russo, P.L. Kapitza
em 1924, que foi capaz de produzir pulsos de 500 kG em 3 ms. As correntes
utilizadas em solenoides robustos, atingiu mais de 10.000 A. A estampagem de
pequenas moedas foi utilizada por varios pesquisadores e também a fabricacao
de pecas de aluminio tanto na industria aerondutica como na automobilistica.
Na Fig. HTd se mostra a forma de uma matriz de estamparia, capaz de pro-
duzir uma porta de automovel, com detalhes de estampagem profunda para
a qual utilizaram-se forcas magnéticas muito intensas, capazes de conformar
os materiais sem produzir a sua ruptura.

BohinasEM |

Figura 9.14: Matriz de estamparia de chapas, utilizando a conformagao ele-
tromagnética.
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9.5.3 Ressonancia Magnética Nuclear

Os prétons e néutrons da mesma maneira que os elétrons possuem
momentos magnéticos. Ao colocar prétons dentro de um campo magnético,
0s seus momentos magnéticos sofrem uma precessao em torno da diregao do
campo externo, chamada precessdo de Larmor. Ao fazer com que o campo ex-
terno oscile com uma dada frequéncia, pode-se fazer coincidir essa frequéncia
com a da precessao, produzindo-se a ressonancia. Esse processo é chamado
de ressondncia magnética nuclear(NMR). A ressondncia magnética nuclear é
aplicada no diagnodstico médico, no processo chamado de MRI, ou imagem por
ressonancia magnética, conforme se pode observar na Fig. BI43. O processo
MRI faz com que os tecidos adiposos possam ser distinguidos dos musculos,
em virtude de diferente concentragao de hidrogénio. Os tumores podem ser
destacados na imagem em relagao aos tecidos dsseo e nervoso por possuirem
menor concentracao de hidrogénio.

Adenoma
de
Pituitéria

@ ®

Figura 9.15: (a) Tomégrafo NMR; (b) Imagem mostrando um tumor da
glandula pituitaria.
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9.6 Questoes, Problemas e Exercicios

1. Uma das formas mais utilizadas para a deteccao de metais enterrados
é utilizar uma bobina circular percorrida por uma corrente elétrica al-
ternada. Ao encontrar um material ocorre a variagdo da corrente na
bobina. Explique o principio de funcionamento desses detetores.

2. Uma das formas mais simples de justificar as caracteristicas magnéticas
dos materiais, diamagnéticas, paramagnéticas ou ferromagnéticas, é uti-
lizar os conceitos de momento magnético atdmico. a) A que se deve o
momento magnético atéomico? b) Tendo em vista a resposta no item
anterior, como se explicam as propriedades magnéticas dos materiais?

3. Faca uma anélise dos materiais diamagnéticos utilizando a Lei de Faraday-
Lenz.

4. Explique porque todos os materiais apresentam propriedades diamagnéticas.

5. O ferromagnetismo é considerado como o resultado de um mecanismo
de acoplamento de troca. Explique o que vem a ser esse mecanismo.

6. As curvas de histerese sao caracteristicas para a escolha dos materiais
ferromagnéticos. Explique que tipo de curva de histerese seria interes-
sante, que o material possuisse, para as seguintes aplicagoes, justificando
a escolha: a) fita de gravacao; b) nicleo de um transformador e nicleo
de um solenoide; ¢) ima permanente.

7. Uma medida do campo magnético terrestre em um dado local indicou
que a sua componente horizontal era de 25 u7" e a inclinacao era de 76
graus. Qual o médulo do campo magnético da terra nesse ponto.

8. Discuta qual a origem das variagbes do campo magnético terrestre a
curto (no mesmo dia) e a longo prazo (séculos).

9. O campo magnético terrestre é muito semelhante ao campo produzido
por um ima de barra. Utilizando o modelo do dinamo convectivo, jus-
tifique esta conformagao de campo magnético.
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capiTuLo 10

EquacGes de Maxwell e Ondas Eletromagnéticas

Em 1831 nascia James Clerck Mazxwell e nesse mesmo ano a Royal
Society publica o mais famoso experimento da indu¢do produzido por Fara-
day. A lei de Faraday mostra como a eletricidade e o magnetismo estdo
relacionadas e Mazwell ao introduzir a corrente de deslocamento na lei de
Ampeére, ampliou a aplicagio desta relagao. A forma atual de representar os
fenomenos eletromagnéticos, de forma consistente e completa, € baseada nas
quatro Equagoes de Maxwell, cuja consequéncia mais importante é predizer a
existéncia das ondas eletromagnéticas, que se propagam mno espago livre com
a velocidade da luz. De 1885 a 1889, Heinrich Hertz produziu e detectou
ondas eletromagnéticas, no seu laboratorio, confirmando a teoria do eletro-
magnetismo de Mazwell.

10.1 Introducao

As equagoes de Maxwell compreendem as leis de Gauss para o campo
elétrico e magnético a lei de Ampere, generalizada por Maxwell, e a lei de
Faraday. A formulagao matematica das ideias propostas nessas leis, através
dos operadores diferenciais (gradiente, divergente e rotacional) é que per-
mitiu, a Maxwell, sintetizar uma teoria completa, muito concisa, acerca do
eletromagnetismo, possibilitando o entendimento da geracao das ondas ele-
tromagnéticas. Nao é um exagero dizer que se trata de uma das mais belas
teorias da fisica.
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Certamente o maior mérito das equacoes de Maxwell é mostrar que a
oOtica faz parte do eletromagnetismo, mostrando que a luz é uma configuragao
de campos elétricos e magnéticos, variaveis no tempo, que se sustentam mu-
tuamente, cuja velocidade de propagacao é igual a velocidade da luz. Por
outro lado, esta teoria também mostra que a velocidade de propagacao da luz
pode ser determinada por meio de medidas puramente elétricas e magnéticas.

Neste capitulo vamos comprovar que a luz é uma configuragao dos cam-
pos elétrico e magnético. Além disso mostra-se que as leis de Maxwell preveem
a conservacao da carga elétrica, o transporte de energia associado a uma onda
eletromagnética e a obtencao do indice de refracdo. Nesta andlise utilizam-se
as leis de Maxwell tanto na forma integral como diferencial.

10.1.1 Equagoes de Maxwell na forma Integral

Inicialmente vamos comentar, de forma resumida, o significado das leis
de Maxwell na sua forma integral lembrando o estudo das mesmas, ja feito
nos capitulos anteriores.

1. Lei de Gauss para o campo elétrico:
sofﬁ-dizq, (10.1)
s

na forma integral, estabelece que o fluxo do campo elétrico é propor-
cional a carga elétrica contida no interior de uma superficie fechada, S,
denominada gaussiana.

2. Lei de Gauss para o campo magnético:

?{é LdA =0, (10.2)
S

aplicada ao campo magnético estabelece que o fluxo magnético através
de uma gaussiana é sempre nulo, e isto quer dizer que as linhas de campo
nunca divergem nem convergem para um ponto, pois os pélos magnéticos
sao inseparaveis levando a considerar a inexisténcia da carga magnética.

3. Lei de Ampere-Maxwell,

L. d [ = -
j{B ~dl = pol + Hoo /E -dA, (10.3)

S

generalizada por Maxwell, mostra que a circulagdo do vetor campo
magnético ao longo de qualquer trajetoria fechada é proporcional a soma

© Claudio Graga 220



Capitulo 10 Eletromagnetismo

da corrente total mais a variacao temporal do fluxo do campo elétrico
que atravessa a superficie limitada pela circulagao.

4. Lei de Faraday-Lenz:

Lo d [ - -

E-dl=—— ¢ B-dA 10.4

¢ G Bad (10.4)
S

estabelece que a circulagao do campo elétrico, ao longo de uma tra-
jetoria fechada, é proporcional ao valor negativo da variagao do campo
magnético através da superficie limitada por essa circulacao.

As equagoes de Maxwell nos mostram que a simetria entre o campo
elétrico e magnético nao é perfeita pois tudo leva a crer que os polos magnéticos
nao existem de forma isolada. Dessa maneira a lei de Faraday nao contém um
termo analogo a p,l pois ndo existe uma carga magnética livre, que forme
uma corrente magnética.

10.1.2 Equagoes de Maxwell na forma diferencial

As equacgoes de Maxwell, na forma integral, sdo escritas envolvendo
o céalculo da circulagdo e do fluxo dos vetores campo elétrico e magnético e
utilizando-se os teoremas de Gauss e Stokes, do calculo vetorial, presentes no
Apéndice B é possivel reescreve-las na forma diferencial.

A lei de Gauss para o campo elétrico pode ser reescrita a partir da
consideragao de que a carga elétrica, no interior de uma gaussiana, é a integral
da densidade de carga no volume limitado por essa superficie,

q= /p dv, (10.5)
“

sendo p a fungdo densidade volumétrica de carga. Aplicando o teorema de
Gauss (T.G.), chega-se a

o
S 14

T | Lo
?{E-dA:—/pdv L& /V-Edv:/p/aodv. (10.6)
% %

Observa-se que a igualdade entre as duas integrais de volume s6 é possivel se
os integrandos forem idénticos,

V-E =ple,, (10.7)
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0 que nos mostra que a divergéncia do campo elétrico, em um dado ponto do
espago, é dada pelo valor da densidade de carga nesse ponto.
Da mesma forma, aplicando o teorema de Gauss a Eq. [,

jfB’.dA':o e /ﬁév 0, (10.8)
v
observa-se que a divergéncia do campo magnético serd sempre nula,

V-B=0. (10.9)

Desta maneira as duas primeiras Leis de Maxwell, Eq. 4 e Eq. M,
podem ser descritas em termos do divergente dos respectivos campos elétrico
e magnético.

A leis de Ampere e Faraday também podem ser reescritas, mas com a
aplicagdo do teorema de Stokes (T.S.).

Para a lei de Ampere essa operagao resulta em:

Lo dd
%Bdl = ol + poco—2 IE
dt
C

/(ﬁxé).m’

A

M(,/ J-dA + uoeoi /E-dl . (10.10)
A dt
A

Levando em consideragao que o campo elétrico é uma funcao das coordenadas,
espaciais e temporal E(z,y, z,t), pode-se escrever que

. o . - B .
/(v x B) CdA = / (qu n “"anat> dA. (10.11)
A

A
Essa igualdade s6 é admissivel quando os integrandos forem idénticos;

—

- = - OF
B = poJ 0€o—-
V x od + o€ 5

Escrita dessa maneira a lei de Ampere, Eq. I3, estabelece que o rotacional
do campo magnético é proporcional & densidade de corrente e também a
variagao temporal do campo elétrico.

Da mesma forma aplicando o teorema de Stokes a lei de Faraday:

L o 4
j{E-dl:—d—B e /(VXE :——/B dA.  (10.13)
C A

(10.12)
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Como o campo magnético é uma fungao das coordenadas espaciais e temporal,
ou seja, B = é(x, Y, z,t), invertendo-se, no segundo termo, a ordem das
operagoes, tomando primeiro a derivada e depois a integral com transformacgao
da derivada ordinaria em uma derivada parcial % — %, chega-se a:

SN o 0B .
/(VXE) -dA:—/E-dA, (10.14)
A A

onde, novamente, a igualdade s6 sera possivel, quando os integrandos forem
iguais, portanto

5 o 0B

VX E= T (10.15)
Dessa maneira é possivel observar que a lei de Faraday, Eq. I3, estabelece
que o rotacional do campo elétrico é proporcional ao valor negativo da variacao
temporal do campo magnético.

Agora, de forma resumida, mostramos como na passagem da forma

integral para a forma diferencial as quatro equagoes de Maxwell assumem a
seguinte forma:

}{E-dj = g g ﬁ-ﬁ:gﬁ (10.16)
A o o
%E-M = 0 & V.B=0 (10.17)
A

L Ao . - OF
]{B-dl = MOIC+Merd—f T——'S>'V><B:;L0J+MOEOE(10.18)
C

S - d®p 15 = = OB

E - = = E=—-—. 10.1
7{ dl 8 LS gx = (10.19)
C

E preciso lembrar que as equagoes de Maxwell, ao serem escritas na
forma diferencial ndo devem alterar seu significado fisico podendo-se, por-
tanto, chegar as mesmas conclusoes, mas de uma forma um pouco diferente,
como se discute a seguir:

e 20 reescrever a lei de Gauss na forma diferencial, V.-E= p/eo pode-se
dizer que se dentro de um volume de controle existe uma divergéncia
de campo elétrico é porque existe uma carga elétrica liquida no interior
desse volume. Pode-se acrescentar, ainda, que o campo elétrico depende
da forma da funcao densidade de carga. Quando a divergéncia for posi-
tiva (mais linhas de campo saem do que entram na superficie), é porque
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existe uma carga liquida positiva no interior da superficie, ou seja, hé
uma “fonte” de linhas de campo elétrico que atravessam a superficie de
dentro para fora. Mas, se a divergéncia for negativa (mais linhas de
campo entrando do que saindo da superficie) é porque existe uma carga
liquida negativa no interior da superficie, ou seja, hd um “sorvedouro”
de linhas de campo elétrico que atravessam a superficie de fora para
dentro. Deste modo, V-E=0 significa que nao ha carga liquida no
interior da superficie, ou seja, o nimero de linhas de campo elétrico que
atravessam a superficie de dentro para fora é igual ao ntimero de linhas
de fora para dentro;

e consequentemente, ao escrevermos a lei de Gauss para o magnetismo
como V - B = 0 estamos afirmando que é impossivel a existéncia de
monopolos magnéticos isolados;

e para a terceira equacdo, ou lei de Ampere, temos que analisar os dois
termos do segundo membro em relagao ao termo do primeiro membro.
O termo uof nos diz que se existe densidade de corrente J atravessando
uma superficie aberta entao existird um campo magnético que “ circu-
lard” em torno de J. O segundo termo, e, 2L 5t L mostra que se existe um
campo elétrico varidvel no tempo, atravessando uma superficie aberta,
entao um campo magnético induzido “circulard” este campo elétrico ao
longo da curva C, conforme mostra a Fig. O,

e a lei da indugao de Faraday escrita como VxE= f%—]f nos diz que se
um campo magnético, que varia no tempo, por exemplo com uma taxa
positiva (é estd crescendo), atravessando uma superficie aberta, ocorre
a inducao de um campo elétrico que “circulard” em torno do campo
magnético B ao longo da curva que limita essa superficie e perpendicu-
larmente a sua dire¢cao, como se pode observar na Fig. 3. O sinal
negativo significa que este campo elétrico induzido se opora a a variagao
do campo magnético.

10.2 Propagacao de Campos e Ondas EM

As equacoes de Maxwell, especialmente as Leis de Ampere e Faraday,
tanto na forma integral como na diferencial, nos mostram como os campos
elétricos e magnéticos se influenciam mutuamente, podendo-se dizer que sao
associados. Como consequéncia desta associacao eles podem transportar ener-
gia e momento a distancias muito maiores do que aquelas previstas tanto pela
lei de Coulomb como pela lei de Biot-Savart, que possuem um comportamento
1/r2. Os campos elétricos e magnéticos associados produzem ondas que se

© Claudio Graga 224



Capitulo 10 Eletromagnetismo

,’++++* =
R
¢'+++‘-|\+ ’E o
+ + + +\+E /+B+:|'-+
, :++,++ ++\
Tk +++ o+
l-|-++ +++
\
+++++ ++
" +++++=r~7:|;+l
\+¥

K
N B++++ \\ $¢+—4+ 5
\,++++E

— -

— o =

Figura 10.1: Campo
magnético  induzido  por
fluxo elétrico varidvel no
tempo, £ o > 0.

Figura 10.2: Campo elétrico
induzido por fluxo magnético

varigvel no tempo, & E > 0.

deslocam sob a forma de ondas eletromagnéticas. Essas ondas se apresen-
tam sob vérias denominagoes de acordo com a sua frequéncia ou utilidade,
destacando-se as ondas de radio, televisao, microondas, luz visivel, luz artifi-
cial, raios x, radiacao gama, radar e laser, conforme nos mostra o diagrama da
Fig. M. Como muitas dessas ondas sao produzidas na natureza, poderiamos
dizer que as ondas eletromagnéticas sempre fizeram parte do nosso universo,
(" Fiat Luxz Panis™).

10.2.1 Ondas Eletromagnéticas

Utilizando as equagoes de Maxwell, é possivel demonstrar que os cam-
pos elétrico e magnético obedecem as equagoes de onda e pode-se calcular a
velocidade de propagacao dessas ondas no espago vazio ou num meio material
mostrando-se, também, que os campos elétrico e o magnético estao em fase
e as suas amplitudes estao relacionadas. Para estabelecer de forma simples
a relagao entre o campo elétrico e magnético vamos considerar um condu-
tor como o que estd mostrado na Fig. I]IEE(a), percorrido por uma corrente
elétrica I.

A propagacao do campo magnético, no espago, em forma de anéis em
volta do condutor terd a sua intensidade varidvel, se a corrente variar no
tempo. Supondo que a corrente cresce com o tempo, o campo magnético e
consequentemente o fluxo magnético que atravessa a drea A, no plano zz,
aumentara. De acordo com a lei de Faraday a variacao do campo magnético,
no tempo, gera uma forca eletromotriz, ao longo de um contorno, nessa area,
como estd mostrado na Fig. MI3(b).
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(a)

Figura 10.3: Campo magnético produzido pela corrente I que percorre num
condutor: (a) pela lei de Ampere o campo magnético forma
circulos concéntricos no plano normal ao condutor percorrido por
uma corrente elétrica, (b) se a corrente elétrica for uma funcao
varidvel com o tempo o campo magnético resultante, também
o serd produzindo um campo elétrico que por sua vez introduz
uma variagao no campo magnético e assim por diante.

Utilizando a lei de Lenz é possivel determinar a dire¢ao do campo
elétrico induzido. Nessa mesma figura pode-se observar que na linha super-
ior do contorno aparece um campo magnético produzido pelo campo elétrico
variavel ou seja, a variacao do campo elétrico induzido também produz um
fluxo magnético através do plano A, pelo surgimento de uma corrente de
deslocamento. Dessa forma pode-se concluir que:

e quando a corrente elétrica é restrita a um condutor os campos propagam-
se em uma simetria cilindrica e os campos induzidos apresentam uma
simetria, na qual o campo elétrico é paralelo a corrente e o campo
magnético é perpendicular ao campo elétrico e a dire¢ao de propagagao;
esta é uma caracteristica geral das ondas eletromagnéticas;

e a corrente elétrica, fonte dos campos elétrico e magnético, deve variar
no tempo para haver a producao de ondas eletromagnéticas. Quando
a corrente é estatica produz-se um campo magnético estatico. Para
haver a producao de campos elétricos e magnéticos que se propagam
é necessario haver a aceleracao de carga elétricas. Dessa forma pode-
se antecipar que se 0 movimento das cargas elétricas for harmonico, os
campos E e B terdo uma dependéncia também harmonica.
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10.2.2 Deducao das Equacgoes de Onda para EeB

Para a deducgao da equagao de onda relaciona-se a derivada espacial de
cada um dos vetores, Eou B , com a derivada temporal do outro aplicando
as leis de Ampere e Faraday. Na Fig. I representam-se as linhas de campo
para um caso particular de campo elétrico, na direcao Y, e campo magnético,
na direcao Z.

y A E Yy E
a d
dy] dx
dx
Py
ey vl
z
B ‘ B

() (b)

Figura 10.4: Modelo para aplicagoes das equagoes de Maxwell, para a dedugao

simplificada das equagoes de onda para EeB.

Utilizando a Fig. Md(a) aplica-se a Lei de Faraday & circulagao retan-
gular abed,

fﬁ-di: —%/E-d/ﬁ (10.20)

e ao calcular a circulagao do campo elétrico utiliza-se um retangulo, infinite-
simal portando,

7(}2 -dl = Eydy — E.dy. (10.21)
Utilizando uma aproximacao linear,
dE
a circulagao pode ser calculada por
- - dE
E - dl ~ —dzdy. 10.23
f 77 dedy (10.23)

O fluxo do campo magnético através da area dxdy serd

/ B-dA = Bdxdy. (10.24)
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Aplicando na equacao de Faraday 20, as equagoes 23 e M2, chega-se

a relacao
dE  dB

dr —  dt’
Agora, aplicando a lei de Ampere ao retadngulo da Fig. IId(b), considerando
que nao existe corrente atravessando a area limitada pelo mesmo, resulta em:

fé dl = uos(,%/ﬁ~d/_f. (10.26)

Seguindo uma argumentagao analoga a das equagoes 22, 73 e
calcula-se a circulagado do campo magnético e o fluxo do campo elétrico asso-
ciado:

(10.25)

]fé-df = %dmdz, (10.27)
/ E-dA = Edxdz, (10.28)

e dessa maneira, a Lei de Ampere podera ser escrita da seguinte maneira:

dB dE
— —— = UoEo— 10.29
dr 1t ar (10.29)
As equacgoes, [IZ3 e M9, demonstram a associacao do campo elétrico e
magnético em cada ponto do espago. Derivando essas duas equagOes a pri-

meira em relagao a x e a segunda em relagao a t,

d’E d’B
—_— = —— 10.30
dz? dzdt’ ( )
d’B d’E

—_—— = — 10.31
dtdz HoSo g2 (10:31)

e eliminando o campo magnético resulta em:

d’E d’E
&L el 10.32
2~ Hetogpe (10:82)

que € a equagao de onda para o campo elétrico. Seguindo o mesmo método
se obtém a equagao de onda para o campo magnético:
d’B d’B

e 10.33
da2 Mooy (10.33)

Estas duas equagoes de onda [M=32 e 33, indicam que tanto o campo
elétrico como o magnético, se propagam no espaco livre, com uma velocidade:

1
V= —— =c (10.34)

( V ,uogo)
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A Eq. =32 é uma equagao de onda para o campo elétrico, cuja solucao bem
conhecida, é a equagao das ondas planas e harmonicas que se propagam na
diregao z:

E, = E,seno(kx — wt + 6), (10.35)

onde E, é a amplitude da onda, k o niimero de ondas, w a frequéncia angular
e 0 é a diferenca de fase.

A equacao acopla as componentes do campo elétrico e magnético
que para esta solucao resulta em:

dB. _ dE,

dt dr

= —kFE,cos(kx — wt + 0). (10.36)

A solugao para o campo magnético serd

k
B, = —E,sen(kx — wt + 0) = Bysen(kz —wt + 0), (10.37)
w
consequentemente,
E, w
_w 10.
B. & (10.38)

Como w/k = ¢, chega-se & seguinte relagao entre os campos:

5=c (10.39)

Além desta relagao, tdo importante, também é possivel provar que o campo
elétrico e magnético sao perpendiculares entre si e estao em fase, pois E.B = 0.

Figura 10.5: Propagagao do campo elétrico e magnético ao longo do eixo z,
formando uma onda eletromagnética.
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Na Fig. I observa-se como a propagacao de uma onda eletromagnética,
ao longo do eixo x, em que o campo elétrico e magnético sao acoplados e or-
togonais.

10.3 Transporte de Energia e Momento

As ondas eletromagnéticas transportam energia e momento e esse é um
fato facil de comprovar, na vida didria, pois todos nés nos aquecemos com a
radiacao solar ou a utilizamos para aquecer dgua em um coletor solar. J& o
transporte de momento nao ¢é tao facil de comprovar, no dia a dia, podendo
ser observado tanto em experimentos atomicos e nucleares.

A idéia de uma nave movida por uma vela solar refletora, é muito an-
tiga, foi sugerida por Kepler e é hoje um projeto muito importante para os
sistemas avancgados de propulsao espacial. Os fétons nao possuem massa, mas
possuem momento. Os cientistas, pelo menos os que acreditam nas possibili-
dades do voo solar, preveem que o foton perdera energia ao se chocar contra
a superficie espelhada da vela da espaconave e que a energia serd suficiente
para movimentar a nave no ambiente de vacuo do espaco. Uma série de naves
espaciais baseada neste principio estao sendo langadas desde 2003.

A energia das ondas eletromagnéticas pode ser obtida utilizando os
conceitos de densidade da energia do campo elétrico e magnético, obtidos nos
capitulos anteriores. A densidade de energia do campo eletromagnético pode
ser escrita da seguinte forma:

B? e, F?
+

o, 2

. (10.40)
Utilizando a relacao entre o campo elétrico e magnético, presente na equagao
39, chega-se as seguintes expressoes, para a densidade instantanea de ener-
gia:

B?> EB

Ho HoC

Levando em consideragao o caracter ondulatério, é possivel calcular o valor da
densidade média de energia, substituindo os campos E e B pelos seus valores
médios quadraticos ou rms:

u=e,FB* = (10.41)

E B
Erms = 7%, BTmS = 7%. (1042)
A intensidade, I das ondas eletromagnéticas, é um conceito muito
utilizado e representa a energia eletromagnética média que passa, por unidade
de tempo, através de uma &area unitaria, normal a direcao de propagacao e é
dada por
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I - _ ErmsBrms _ EOBO
=u.c= = .

Ho 2110
A intensidade das ondas eletromagnéticas, calculada a partir do valor médio
de energia, também pode ser definida com sento o médulo do vetor de Poyn-
ting, definido por John Poynting ® como sendo:

(10.43)

- ExB
§==22Z (10.44)
o

Assim, a intensidade da radiacao pode ser calculada como sendo

=15, (10.45)

em que o vetor S define a intensidade média a direcao e o sentido de pro-
pagagao da ondas eletromagnéticas.

A energia e 0 momento estao relacionadas através da relagao genérica
p = vE/c%, que nos fornece o momento por unidade de volume associado a
uma onda eletromagnética. Como a radiagao eletromagnética se propaga com
velocidade ¢, portanto v = ¢, chega-se ao valor do momento de uma onda
eletromagnética:

p= E (10.46)

c

Em 1905 Albert Einstein explicou o efeito fotoelétrico pelo qual a luz
ultravioleta ejeta elétrons quando incide sobre os metais. Para explicar esse
fato lancou a hipdtese de que a radiacdo eletromagnética interage com os
elétrons de um metal através da troca de fétons, particulas que possuem
energia hv. De uma certa forma é essa uma teoria corpuscular da luz, mas
mantendo as propriedades ondulatérias, pela relagao de energia dos fétons
FE = hv, onde o valor de v representa a frequéncia das ondas eletromagnéticas
e h é constante de Planck, (h = 6,6 x 1073*Js). Desta forma diz-se que a
radiagao eletromagnética é quantizada.

10.3.1 Pressao da Radiacao

Considerando que as ondas eletromagnéticas possuem um momento
associado pode-se imaginar que uma particula, como o elétron, pode ter o seu
movimento modificado pela interacdo com as mesmas. Para descrever esta
interagao vamos considerar um problema, simples em que o campo elétrico F/
é orientado na direcao y e o campo magnético B na direcao z. Uma particula

IFisico Inglés (1852-1914), professor em Cambridge (1878), que investigou a energia das
ondas eletromagnéticas criando o teorema que leva o seu nome.
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com carga elétrica, ao interagir com essas ondas eletromagnéticas, sofrera a
acao da forca de Lorentz,

F=qE+7xB). (10.47)

A forcga elétrica atua na direcdo do campo elétrico, modificando a velocidade,

neste caso na direcao y, e consequentemente a energia cinética da particula.

Considerando que a particula tenha velocidade inicial nula, pode-se dizer que
gkt

vy = (10.48)

portanto a energia cinética da particula serd modificada por um valor

mu2 P B2
AE,. = —Y = . 10.4
2 2m (10.49)

A forca magnética atua na mesma dire¢do de propagagao da onda ou seja na
direcao z, normal ao plano formado pelo campo elétrico e magnético, portanto

2
o, - EBt
Fo=qUx B =qu,Bi= q

3, (10.50)

na qual a velocidade foi obtida da equagao MIZY. O valor do momento
Pz, transferido a particula pode ser obtido integrando o impulso da forga

magnética,
t t 2 2 2
EBt EBt
p$=/ det:/ 200 — 4 . (10.51)
0 0o m 2m

Utilizando a relacao F/B = ¢,

277242 2 p2
qg°E“t q°B-ct
= = . 10~52

Pz 2mce 2m ( )
Comparando a energia cinética dada pela Eq. 29 com o momento, Eq.
52 pode-se dizer que o momento transferido é igual a energia dividida pela
velocidade da luz. De uma forma simplificada pode-se dizer que a intensidade
dividida pela velocidade de propagagao é a pressao de radiagao:

1 _ EoBo _ ErmsBrms . Eg

Prad =70 = 2poC o€ 2poc?’

(10.53)

No caso das velas, movidas a luz, considerando que as ondas eletromagnéticas
sofram reflexdo total na sua superficie, ocorre a transferéncia de duas vezes
o momento dos fétons fazendo com que a pressao, sobre a superficie da vela,
também seja duas vezes maior do que a pressao de radiagao.
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10.3.2 A Conservacao da Carga Elétrica

No primeiro capitulo destas notas, discutiram-se os conceitos béasicos
da eletricidade dentre eles, um dos fundamentais, o da conservacao da carga
elétrica. A partir das equacoes de Maxwell é possivel demonstrar este im-
portante conceito partindo da idéia que o divergente de qualquer rotacional é
nulo, ou seja:

V- (V x B)=0. (10.54)

Deste modo tomando o divergente da Lei de Ampere, Eq. T2, e aplicando
essa condicao,

- oo o - - E
V- (VxB) = V'(/JoJﬁ-ltoanat)—O,

- — —

= ,uoﬁ-J+uoso—V-E,

ot
. 0
= poV-J+ uosoa(p/ao), (10.55)
portanto,
- - Jdp
. = —0. 10.
V-J+ o 0 (10.56)

A equacdo [MI5HE, é conhecida como a equagao da continuidade. Neste caso
ela expressa a conservacao da carga elétrica pois mostra que se hd um fluxo
de cargas através de uma superficie, ou seja, se o divergente da densidade de
corrente for diferente de zero, entdo, deve haver uma variacao na densidade de
carga no interior da superficie. Se a divergéncia for positiva (fluxo de dentro
para fora), a variagao da densidade de carga é negativa (a carga diminui no
interior da superficie), se a divergéncia for negativa (fluxo de fora para dentro)
a variacao da densidade de carga é positiva (a carga aumenta no interior da
superficie).

10.3.3 Vetor de Poynting e Transporte de Energia

Um dos pontos mais interessantes da aplicacao das leis de Maxwell é a
verificagao de que o conceito da conservacgao de energia surge como consequéncia
natural dessas equacoes. Considerando um volume de controle e realizando o
balango de energia aparece o trabalho feito pelo campo eletromagnético sobre
as particulas, com carga elétrica, existentes nesse volume.

Partindo da lei de Faraday multiplicada escalarmente por B /1o € da lei
de Ampere por E /o, € posteriormente subtraindo-se uma da outra, obtém-se
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a seguinte relacao:

Lo L L L .o . 9E -~ OB
B-(VxE)—E-(VxB):—MOJ-E—(,uoeoE~aat—i—B-aat).(lo.E)?)

Interpreta-se o termo do lado direito desta relagao partindo da idéia do
divergente aplicado ao produto vetorial de dois vetores quaisquer FeG:

V- (FxG) =G - VXxF—-F -VxG. (10.58)

Como o segundo termo do lado direito da Eq. L7 por ser escrito como,

10 Lo o
——(poeoE - E+ B - B), 10.
5 (Mot + ) (10.59)
resulta que
= (D 5] z o= 10 2 2
\Y (ExB):qu~E—§a(,uosoE + B?). (10.60)

Portanto, o divergente do vetor de Poynting S pode ser escrito como:

- - 1= - o - - 10
S=_—_V(ExB)=J-E—=-== (¢, E?+ B2 10.61
V.5 MOV( x B) =J 597 (o E°+B), (10.61)

ou seja, a energia que atravessa uma dada superficie fechada A, pode ser
calculada pela integral do divergente do vetor S, no volume limitado por essa
superficie,

f@d/T:/ V- Sav. (10.62)
A Vv

Com a integragao da Eq. &1, sobre o volume de controle, e aplicando
o teorema da divergéncia ao primeiro termo é possivel obter o teorema de
Poynting:

/6.§dv /J Edvf—/ (50E2+) dv. (10.63)
14 Ho

Dessa maneira a relacao entre os integrandos sera:
- 2 - = 1d B?
V-S+J~E+(EOE2+>: : (10.64)
I
Utilizando, a Eq. T2, o teorema de Poynting, podera ser escrito da seguinte

forma:
V-S+J-E+—=0. (10.65)
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Para o vacuo, uma forma simplificada da Eq. B4, pode ser escrita como

- = Ou
V.-S+—=0. 10.66
ot ( )
Por outro lado, para sistemas estaciondrios, quando a densidade de energia
permanece constante, o teorema de Poynting tomara a seguinte forma:

V-S+J-E=o. (10.67)

Comparando a Eq. com a Eq. observa-se que elas tém a
mesma forma. Entao esta equagao nada mais é do que a equagao da continui-
dade referindo-se, agora, & conservacao da energia. A variacdo da densidade
de energia dentro de um volume limitado, por uma dada superficie, indica
que existe um fluxo de energia através dessa superficie. Este fluxo de ener-
gia é devido & existéncia de divergéncia do vetor de Poynting através dessa
superficie. O vetor de Poynting é definido de modo que represente a taxa de
variagdo de energia por unidade de drea. Assim a divergéncia de S positiva
indica que a densidade de carga diminui, ou seja, %1; é negativo e vice-versa.

10.3.4 Radiagao de Dipolos Oscilantes

A anadlise das ondas eletromagnéticas nos mostrou que a fonte destas
ondas é de uma carga elétrica oscilante. De forma genérica descreveremos dois
casos importantes, de geragao de ondas eletromagnéticas, o dipolo elétrico
e o dipolo magnético oscilantes.

e Radiacao de dipolo elétrico

A radiagao de dipolo elétrico é produzida por um dipolo oscilante no
qual ocorre o movimento relativo de cargas elétricas, cujo momento p,
varia com o tempo,

P = posenwt. (10.68)

Quando o momento de dipolo elétrico oscila, além do campo elétrico,
estd presente um campo magnético associado ao campo elétrico. A Fig.
M. (a) mostra os campos F, B e S que dao a diregdo do fluxo de
energia e momento de um dipolo elétrico.

e Radiacao de dipolo magnético

Um dipolo magnético elementar é formado por uma pequena espira
de corrente, como a mostrada na Fig. MIA.(b). Se a corrente variar
no tempo, de forma harmonica, I = I,senwt, aparece um momento
magnético dipolar oscilante dado por:

my = [ Asenwt, (10.69)
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em que A é a drea da espira e I a corrente elétrica. Quando o dipolo
magnético oscila o seu campo magnético também oscila e dessa maneira
criando-se um campo elétrico associado, de acordo com a lei de Faraday.
Na Fig. m@(b) observam-se os campos elétricos e magnéticos produ-
zidos por um dipolo magnético e a orientacao relativa dos campos E e
B e do vetor de Poynting S, mostrando a direcao do fluxo de energia e
momento de forma radial.

¥ |

Figura 10.6: Diregao e sentidos relativos dos vetores 57 é, eSS , mostrando
a direcao de transporte de energia, (a) relativo a um dipolo
elétrico, p, oscilante, (b) dipolo magnético oscilante, (uma pe-
quena espira de corrente na origem).

Os dispositivos capazes de emitir ou absorver, eficientemente, ondas eletro-
magnéticas sdo chamados de forma genérica antenas e o sistema mais simples
é a chamada antena dipolar, seja ela de dipolo elétrico ou magnético. A ra-
diacao emitida por esse dispositivo é denominado radiagao dipolar. Uma
antena dipolar elétrica é formada por um condutor linear, sobre o qual a carga
elétrica oscila em movimento harmoénico. A Fig. MM nos mostra como um
par de cargas de sinais opostos (dipolo, oscila num condutor retilineo, sob a
acao de um oscilador ou gerador de corrente alternada. Na mesma figura,
pode-se observar o campo elétrico e magnético associados o que constitui as
ondas eletromagnéticas emitidas pela antena.

Uma das coisas mais importantes, a entender neste curso, é que além
das antenas dipolares de telecomunicagoes, tanto receptora como emissora,
tal como a antena de um radio ou de uma televisao também existem outros
dispositivos, que ndo foram projetados como antenas propriamente ditas, mas
emitem radiacao eletromagnética baseados no mesmo principio das antenas.
Citamos o caso dos aparelhos eletrodomésticos, as linhas de transmissao de
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Antena
dipolar

Figura 10.7: Emissao de ondas eletromagnéticas por uma antena dipolar, na
qual pares de cargas iguais e opostas oscilam em movimento
harmonico ao longo do condutor horizontal. Com inversao tem-
poral da corrente, as direcoes do campo elétrico e magnético
também se invertem.

energia elétrica, os motores elétricos ou seja, todos os dispositivos elétricos
onde se possa ter variacao de corrente ou de tensao. No caso de equipamen-
tos elétricos que funcionem em corrente alternada a emissao de radiagao é
permanente durante o seu funcionamento.

Para entender uma das mais importantes caracteristicas das antenas é
preciso conhecer o alcance da radiacao, ou de como a intensidade decresce com
distancia. O fluxo de energia por unidade de tempo, ou seja a poténcia eletro-
magnética que atravessa uma dada superficie normal & direcao de propagacao,
é dada por

P:/ S dA. (10.70)
A

Para que a poténcia eletromagnética P seja independente de 7, é necessério
que o campo elétrico varie segundo uma funcdo 1/r. Para o campo magnético
se espera 0 mesmo comportamento. Este comportamento contrasta com o
comportamento 1/r? para os campos estdticos. No caso de um emissor no qual
o campo elétrico tenha intensidade independente da diregao de propagacao,
substituindo o valor do médulo do vetor de Poynting, de acordo com a equagao
[, chega-se a

P = ce,E*(4nr?), (10.71)

no qual r é a distancia do emissor a um ponto qualquer. Utilizando o conceito
de intensidade da radiacao I, apresentado na equacao M43, e do valor da
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densidade de energia Eq. I, pode-se escrever poténcia como
P =2I(4nr?) = 8nlr?. (10.72)

Considerando que a poténcia seja independente de 7, ou seja, a fonte emite
com uma poténcia constante a intensidade da radiacao serd dada por

_ P
T 82’

(10.73)

Na discussao sobre campos elétricos estaticos, mostrou-se que as fontes pon-
tuais produzem campos com simetria radial. No caso das ondas eletromagnéticas
emitidas por ”fontes pontuais”, essa simetria nao ocorre pois 0os campos sao
transversos a direcao de propagacao, como se pode observar na Fig. [IA.
Na realidade nao existem fontes de radiacdo pontuais, os dipolos sempre pos-
suem uma dimensao espacial, emitindo radiagao com uma certa dependéncia
angular. No caso de outras fontes de radiagao eletromagnética, como os cor-
pos aquecidos, tal como uma fornalha ou mesmo o sol, elas sdo constituidas
por um conjunto infinito de antenas dipolares cuja orientacao é aleatdria em
fungao da agitagao térmica.

10.4 Propriedades da Radiacao Eletromagnética

As cargas elétricas em movimento produzem campos elétricos e magné-
ticos que diferem daqueles produzidos por cargas estaticas ou em movimento
retilineo uniforme. Quando uma carga é acelerada o campo elétrico nao é
mais radial apresentando uma forma semelhante ao da Fig. MI3(a). Quando
as cargas elétricas sao desaceleradas também se produz radiagdo como € o
caso da radiagao de bremsstrahlung responsavel pela produgao de raios-x
nos tubos de Roentgen, exemplificados na Fig. MIR(b).

10.4.1 Dispersao de Ondas Eletromagnéticas

As ondas eletromagnéticas se propagam em um meio material com ve-
locidade diferente daquela no vicuo, pois mesmo que nao existam cargas livres
ou correntes elétricas ocorre a interagao do campo magnético e elétrico com
os elétrons atomicos e mesmo com o nucleo. Esta interagao produz ondas se-
cundarias ou dispersas que se sobrepoem as ondas originais. Os fendmenos de
interacao da radiagao com a matéria sao muito complexos e nao podem ser ge-
neralizados de forma simples, mas considerando um meio material homogénea
e isotrépico, pode-se mostrar o efeito da polarizacao e da magnetizacao do
meio substituindo as constantes ¢, e p,, pelas respectivas constantes no meio
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(a)

Figura 10.8: Emissao de ondas eletromagnéticas por cargas elétricas acelera-
das: (a) campo elétrico produzido por cargas aceleradas linear-
mente; (b) producdo de Raios X por desaceleracio de elétrons,
ou radiacao de bremsstrahlung.

material, € e u, resultando assim na velocidade de propagacao da onda, num

meio material dada por

1
v=—. (10.74)

VEH
A relagao entre a velocidade da luz e a velocidade de propagacao num meio é
denominado indice de refracao, n, caracteristico de cada substancia:

(10.75)

10.4.2 Polarizagao

Quando o campo elétrico ou o campo magnético oscila sempre numa
diregao definida diz-se que a onda estd linearmente polarizada. Quando os
vetores E e B giram uniformemente num plano diz-se que a polarizacao é
circular. Uma forma muito simples de polarizar a radiacdo eletromagnética
é faze-la passar por um material que tenha indice de absor¢ao dependente
da direcao. O exemplo mais simples deste tipo de material é o dos filmes
polardides, constituidos de moléculas muito longas e orientadas segundo uma
dada direcao. Também é possivel polarizar no processo de reflexao pois para
o chamado angulo de Brewster, a onda refletida é polarizada. O angulo de
Brewster, 6g, é dado por:

tanfp = n, (10.76)

na qual n é o indice de refracao do material.
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10.4.3 Espectro de Radiagao Eletromagnética

As ondas eletromagnéticas sado emitidas num amplo intervalo de fre-
quéncias, ou de comprimentos de onda, e sao classificadas segundo alguns
critérios, como por exemplo, pelo tipo de fonte ou pelo tipo de interagao com a
matéria. Como o comprimento de onda da radiagao eletromagnética esta dire-
tamente relacionado com o tamanho das ”antenas” (em geral dipolos de meio
comprimento de onda) torna-se importante discutir fisicamente o tamanho
das antenas emissoras no amplo espectro da radiagao eletromagnética. Na
Fig. MU mostramos o espectro eletromagnético, com a escala de frequéncia
e comprimento de onda, dos vérios exemplos de bandas citadas. Na tabela
[, apresentam-se de forma mais detalhada as diversas bandas de ondas
eletromagnéticas de uso corrente na ciéncia e tecnologia.

A seguir descreve-se de forma resumida a classificacdo, mais usual, dada
ao espectro eletromagnético.

1. Radio
Estas ondas utilizadas em sistemas de telecomunicacoes, para radio,

televisao sao gerados por circuitos oscilantes com frequéncias de alguns
Hz até 10° Hz ou de comprimento de onda variando de km até cm.

2. Microondas

O seu uso iniciou-se com os radares e outros sistemas de comunicagao e
hoje também se utilizam para o aquecimento de alimentos, ou mesmo in-
dustrial. O seu comprimento de onda varia de aproximadamente 30 cm
a mm. As frequéncias desta banda vai de 10° Hz até 10'' Hz. Esta
regiao muitas vezes é chamada de UHF (Ultra High Frequency).

3. Infravermelho

Estas ondas podem ser produzidas por moléculas, corpos aquecidos etc.
O comprimento de onda vai de mm até 7,8 x 10~" m. O seu uso mais
corrente, tanto domiciliar como industrial é para o aquecimento e seca-
gem.

4. Luz Visivel

A luz visivel é produzida com comprimentos de onda entre 400 e 700nm
e é produzida por atomos moléculas como resultado do movimento dos
elétrons. As cores caracteristicas do espectro continuo sao produzidas
pela sensibilidade do olho a cada comprimento de onda.

5. Ultravioleta

Esta regiao atinge, comprimentos de onda que vao de 380 nm até 0, 6nm.
Também sao produzidos por atomos e moléculas excitadas. Cada vez o
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ultravioleta apresenta maior utilidade pratica, como no endurecimento
de resinas, esterilizacgao etc.

6. Raios X

O espectro de Raios X se situa de nm até 1072 m e sdo produzidos
nos tubos de raios catdédicos onde ocorre a producgao de radiacao de fre-
namento (bremstrahlung), ou por transi¢oes atomicas. A utilizacao de
raios-X, especialmente em técnicas de diagnéstico por imagens médicas,
ou mesmo tratamento de cancer. Na indtstria o seu uso é muito impor-
tante no controle de qualidade de pecas soldadas e fundidas.

7. Radiagcao gama

Estas ondas sao de origem nuclear e seu comprimento de onda vai do
limite superior dos Raios X até & ordem de 1074 m. O seu uso é
semelhante ao dos raios-X, mas devido ao seu menor comprimento de
onda sdo mais penetrantes, e o seu uso denominado gamagrafia, permite
a analise de imagens de imagens de pegas de aco de dezenas de cm de

espessura ou mesmo concreto de metros de espessura.
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adaptada da

http://penta3.ufrgs.br/CESTA/fisica/calor/
espectroeletromagnetico.html
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Tabela 10.1: Ondas Eletromagnéticas: bandas de frequéncia e comprimento

de onda
. _ Limites de Frequéncia | e de comprimento de onda

Designacao

inferior | superior | inferior | superior
ULF* 30Hz 10Mm
VE* 30Hz 300Hz 1Mm 10Mm
ELF 300Hz 3kHz 100km 1Mm
VLF 3kHz 30kHz 10km 100km
LF 30kHz 300kHz 1km 10km
MF 300kHz 3MHz 100m 1km
HF 3MHz 30MHz 10m 100m
VHF 30MHz 300MHz 1m 10m
UHF 300MHz 3GHz 10 cm 1m
SHF} 3GHz 30GHz lem 10cm
S 2.6 3.95 7.6 11.5
G 3.95 5.85 5.1 7.6
J 5.3 8.2 3.7 5.7
H 7.05 10.0 3.0 4.25
X 8.2 12.4 2.4 3.7
M 10.0 15.0 2.0 3.0
P 12.4 18.0 1.67 2.4
K 18.0 26.5 1.1 1.67
R 26.5 40.0 0.75 1.1
EHF 30GHz 300GHz 1mm lem
Submilimetro | 300GHz 3THz 100 pm 1mm
Infravermelho 3THz 430THz 700 nm 100 pm
Visivel 430THz 750THz 400nm 700nm
Ultravioleta 750THz 30PHz 10nm 400nm
Raios-X 30PHz 3EHz 100pm 10nm
Raios Gama 3EHz 100pm

Fonte: NRL Plasma Formulary, www.psfc.mit.edu/, 8/09/2006.
* Os limites entre ULF e VF podem ter outros valores na literatura.
1 A banda de microondas pode ser dividida em sub bandas S-R.
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10.5 Aplicagoes Cientificas e tecnolégicas

Nao é possivel resumir todas as aplicagoes cientificas e tecnolégicas das
ondas eletromagnéticas neste espago reduzido, por isso optamos por descrever
a blindagem eletromagnética e os efeitos das radiagoes eletromagnéticas, por
ser esse um tema que deve preocupar todas as aplicagoes, em vista do seu uso
crescente.

10.5.1 Blindagem Eletromagnética

A blindagem eletromagnética é uma necessidade moderna importante
tanto sob o ponto de vista tecnoldgico, pois muitos equipamentos devem fun-
cionar livres de campo magnético, como no caso das telecomunicagoes, ou da
informética, como sob o ponto de vista dos efeitos biolégicos sobre os seres
vivos, onde o controle das ondas eletromagnéticas é cada vez mais necessario.
A populacdo é submetida a campos eletromagnéticos muito intensos na regiao
de 60 Hz, cujo campo magnético pode atingir 0,17, tanto nas atividades do-
miciliares como mesmo no seu trabalho e cada vez mais as normas de protegao
sa0 mais exigentes para os limites de campo eletromagnético, assunto que sera
tratado na segao MIH7J.

Existem varios tipos de blindagens magnéticas; primeiro aquelas nas
quais o fluxo de campo magnético é limitado por materiais ferromagnéticos,
tais como o metal p, constituido por 80% Ni e 20% de Fe. Nesse caso se
constréi um envoltério desse metal sobre a fonte de campo magnético, uma
gaiola. As linhas de campo magnético sdo entao desviadas para dentro desses
materiais, evitando que elas passem ao espago externo.

Outro tipo de blindagem, é produzido por materiais onde as perdas
por correntes parasitas (Correntes de Foucault) sdo muito intensas, ou seja
materiais altamente condutores, como o cobre o aluminio e acos especiais, cujo
principio descrito na secao 8.6.1 destas notas, é baseado na indugao magnética.
No interior de um material condutor, sujeito a um campo magnético variavel
no tempo, produzem-se correntes parasites induzidas, que se opoem a variagao
do campo magnético e dessa maneira produz-se o efeito de blindagem.

A utilizacao de supercondutores como blindagem magnética, é uma das
possibilidades mais interessante para a utilizagdo destes materiais. Os super-
condutores atuam como substancias diamagnéticas perfeitas, como mostra a
Fig. B4, expulsando as linhas de campo magnético, num fenémeno conhecido
como efeito Meissner.

O fator de blindagem para qualquer um desses métodos, ou seja a
relagao entre o campo externo e o campo depois dentro da blindagem, depende
de muitos fatores, entre eles a frequéncia do campo, o tipo de geometria e dos
materiais utilizados.
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10.5.2 Experimento de Hertz

A forma mais simples de uma antena dipolar de radiacdo eletromagnética,

foi baseada nos resultados experimentais de Hertz em 1887, comprovando a
existéncia de ondas eletromagnéticas. A Fig. 0 nos mostra um esquema
do experimento de Hertz, uma antena elétrica dipolar que esté ligada a um os-
cilador LC ressonante. O receptor também é uma antena dipolar, neste caso
magnética. As ondas eletromagnéticas, neste experimento, sao observadas
numa antena receptora através da producao de uma faisca induzida. Hertz
observou que para cada faisca na antena emissora, ocorria uma faisca na an-
tena receptora. Através da medida do comprimento de onda e da frequéncia,
Hertz pode calcular o valor da velocidade da luz, c.

Falscas
induzidas

Falscas
~. Ondas
—_~ Elet| éti
/\&— \\\\ etromagnéticas
( ) 11 s O\O \\ < )

Antena L
dipolar

emissora Q Q Q

Oscilador

O r

TS

Figura 10.10: Oscilador de Hertz para deteccao de ondas eletromagnéticas.

10.5.3 Efeitos da Exposicao a Campos Eletromagnéticos

A preocupagdo crescente com os possiveis efeitos dos campos eletro-
magnéticos tanto aos trabalhadores como a populacao em geral tem se tor-
nado relevante para todos os organismos nacionais e internacionais preocupa-
dos com as politicas de saiide ptiblica tendo em vista o crescente uso amplo da

eletricidade, das telecomunicagoes dos Raios X, e de outras formas de radiacao
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eletromagnética, tanto ionizantes como nao ionizantes. As chamadas ra-
diagoes ionizantes sao aquelas cuja energia é suficiente para arrancar elétrons
da matéria, produzindo ions livres. No ar a energia média para formar um par
de ions é da ordem de 13,4¢eV (leV = 1,6210—19joules). As radiagdes eletro-
magnéticas, com comprimento de onda menor do que 200nm sao consideradas
nao ionizantes compreendendo, entre outras, parte da radiagao ultravioleta,
luz visivel, infravermelho, microondas e radiofrequéncia.

Excitacao e Ionizagao

A energia depositada pela radiagdo ionizante ao atravessar um dado
meio material segue varios mecanismos e eventualmente essa energia também
é dissipada em calor. Podemos entender melhor esses diferentes mecanismos,
sabendo que eles resultam da ionizagao e ou da excitacao dos atomos ou
moléculas do material absorvedor. A ionizagao resulta da remocao de elétrons
orbitais de um &tomo ou molécula, criando um ion positivo. A energia da ra-
diacao causadora de ionizagao deve ser no minimo igual & funcao trabalho
da substancia, ou seja a energia de ligagao média do elétron. O processo de
ionizagao pode produzir a dissociagao molecular por consequéncia do arran-
camento do elétron orbital e formagao de radicais livres. A radiagao eletro-
magnética, dita ionizante, é dividida em raios-X, radiacao gama e parte do
UV C.

Efeitos Bioldgicos das Radiagoes Ionizantes

As radiacgoes ionizantes produzem alteracoes no material celular, que
segundo a dose podem produzir alteragoes no seu funcionamento e também a
sua morte. Existem dois mecanismos principais pelos quais a radiagao afeta
as células, o primeiro é chamado efeito direto ou seja, o efeito ionizante da
radiacao que faz com que as moléculas se rompam formando ions livres. O
segundo efeito, ou efeito secundéario, ainda devido ao poder ionizante, pro-
duz novas substancias quimicas, a partir por exemplo dos radicais livres Oxi
(O) e Hidroxila (OH). Os dois efeitos sdo fundamentalmente efeitos de natu-
reza quimica. Os efeitos biolégicos da radiacao nao sao, portanto, diferentes
dos efeitos de outras substancias quimicas. A radiagao pode entao ser vista
como o agente capaz de produzir compostos quimicos danosos as células. O
dano resultante depende do niimero de células atingidas e das transformagoes
celulares produzidas.

Por outro lado, dano produzido nos seres vivos estd diretamente as-
sociado & energia depositada, joule/kg ou Sievert, chamada de dose. Para
doses muito altas, a relagao dose dano é bem conhecida e portanto podem-se
prever os seus efeitos. Para doses muito baixas e cronicas, a relacao dose-
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dano possui uma incerteza associada muito grande tornando-se impossivel
discrimina-la dos efeitos de outros agentes fisicos quimicos ou bioldgicos.

Radiagoes Nao Ionizantes

As radiagoes nao ionizantes incluem o ultravioleta A, B e parte do C,
o visivel, infravermelho, microondas, radiofrequéncia e campos magnéticos e
elétricos estaticos. Os campos eletromagnéticos dessas radiagoes interagem
diretamente de duas maneiras; a primeira é devida as forcas exercidas sobre
as cargas elétricas, tanto atrativas como repulsivas, alterando a distribuicao
de cargas elétricas nos materiais; a segunda envolve a criacao de campos
elétricos e magnéticos adicionais pela redistribuigao de cargas elétricas. Os
efeitos Bioldgicos da radiagao eletromagnética, nao ionizante dividem-se em
efeitos térmicos e nao-térmicos.

o Efeitos térmicos Os efeitos térmicos por absorcao de ondas eletro-
magnéticas sao todos aqueles processos que produzam um aumento de
temperatura nos tecidos.

e Efeitos nao-térmicos

Os efeitos "nao-térmicos” sao os efeitos bioquimicos ou eletrofisicos cau-
sados diretamente pelos campos eletromagnéticos induzidos, sem um
aumento localizado ou distribuido de temperatura. Efeitos que foram
claramente demonstrados incluem a alteracao no fluxo de ions através
das membranas das células afetando particularmente as propriedades
eletro-fisiolégicas das células nervosas, alteragao da mobilidade dos ions
de calcio (particularmente nos tecidos do cérebro), alteragoes na sintese
do DNA e na transcri¢cdo de RNA e efeitos na resposta de células normais
a moléculas sinalizadoras (incluindo hormonios, neurotransmissores e fa-
tores de crescimento).

Nenhuma pesquisa apresentou dados conclusivos para provar que baixos niveis
de radiagao eletromagnética nao ionizante causam efeitos adversos a satude
mas muitas autoridades médicas indicam ser prudente evitar a exposicao des-
necessaria mesmo para energia eletromagnética moderada ou de alto nivel até
que se tenha mais conhecimento sobre o assunto.

Dosimetria da Radiacao nao Ionizante

De forma geral pode-se dizer que os efeitos da radiagao nao-ionizante
sobre os seres vivos dividem-se em duas categorias, os efeitos térmicos e os
nao térmicos também chamados efeitos biolégicos.

Além das grandezas caracteristicas do campo eletromagnético ou seja
os campos elétrico, magnético e densidade de energia, temos as unidades di-
tas dosimétricas, especificamente relacionadas com efeitos fisicos e bioldgicos.
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Uma das grandezas fisicas de maior interesse na qualificacao de limites de ex-
posicéo as radiacoes eletromagnéticas é a Taxa de Absor¢ao Especifica, SAR
(Specific Absorption Rate). Essa grandeza é aceita como unidade dosimétrica
do nivel de energia absorvida por unidade de massa do corpo, quando este
corpo estd submetido a uma radiagao de onda eletromagnéticas, especialmente
na regiao RF. Quanto aos efeitos nao térmicos, ou biolégicos, eles podem ser
avaliados a partir do valor das correntes induzidas, cujo valor esta relacionado
ao campo elétrico induzido que, por sua vez também esta relacionado com a
variacao temporal do fluxo magnético. Um exemplo dessas correntes podem
ser observadas na Fig. M T1(a), na qual quando o corpo humano é submetido
a radiagao eletromagnética de baixa frequéncia comporta-se como um bom
condutor. Os campos elétricos externos induzem cargas elétricas na sua su-
perficie e dessa maneira a variagao temporal dessa carga superficial produz
densidade de corrente no volume do corpo. Na Fig. IIT(b) pode se observar
o efeito das correntes produzidas por campos magnéticos varidveis no tempo
que interagem com o corpo humano resultado das correntes previstas pela
lei de Faraday. O valor das dimensoes dos percursos de corrente no corpo
dependem do valor da frequéncia do campo magnético por outro lado o valor
das correntes depende da condutividade dos tecidos e como o corpo nao é
eletricamente homogéneo o calculo das correntes s6 pode ser feito utilizando
modelos (fantomas) realisticos do corpo. ¢

As grandezas dosimétricas devem correlacionar a intensidade dos cam-
pos com os efeitos sobre os organismos vivos. As grandezas padrao mais
utilizadas sio a densidade de corrente induzida j[A/m?], nos tecidos e SAR
[W/kg]. A densidade de corrente ¢é utilizada para frequéncias de campo ele-
tromagnético baixo de 100kHz e SAR acima de 10M Hz, entre 100kHz e
10M H z se utilizam as duas grandezas.

A densidade de corrente é proporcional ao vetor campo elétrico E [V/m],

—

j=0E. (10.77)

O SAR é diretamente proporcional ao quadrado da densidade de cor-
rente:
.o E|?
SAR:J-EZ—ZM, (10.78)

op p

na qual o [A/Vm] e p [kg/m?], sdo respectivamente a condutividade elétrica
e densidade de massa do material bioldgico.

Os valores limites destas grandezas sdo definidos pela ICNIRP (Inter-
national Commission on Non-Ionizing Radiation Protection)2

?International Commission on Non Ionizing Radiation Protection. Guidelines for limi-
ting exposure to time-varying electric, magnetic and electromagnetic fields (up to 300 GHz).
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>y

(2) (b)

Figura 10.11: Acoplamento entre os campos eletromagnéticos e o ser humano,
(a) Corrente induzida pelo campo elétrico vertical; (b) Corrente induzida pelo
campo magnético varidvel

O valor de SAR é um parametro que quantifica a poténcia absorvida por
unidade de massa nos tecidos e depende da densidade de poténcia da radiagao
eletromagnética e das caracteristicas do tecido onde a radiacao incide. Desta
forma, indicando a energia aplicada e o aumento de temperatura em qualquer
parte do corpo.

A variacdo de poténcia, dP/dm, poderd ser escrita como

San= 1 _ 0

=G (10.79)

na qual ¢, é o calor especifico e T a temperatura. Deste modo o valor de
SAR pode ser interpretado com proporcional a taxa de variagdo temporal da
temperatura. Esta expressao na Eq. 79 permite avaliar o valor instantaneo
do SAR para exposicoes em pequenos intervalos de tempo, nos quais € possivel
considerar uma variagao linear de temperatura.

Health Phys. 1998;74(4):494-522.
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10.6 Questoes, Exercicios e Problemas

1.

10.

11.

Escreva as expressoes das equacoes de Maxwell na sua forma integral e
diferencia e descreva o significado de cada uma delas.

A partir das equagbes de Maxwell; obtenha a equagoes de onda para o
campo elétrico e campo magnético;

Obtenha e interprete a equacao da continuidade e interprete com ela
expressa o principio da conservagao da carga.

- 0Jp
V-J =0.
o
. Sendo S = £XB ¢ vetor de Poynting e u a densidade de energia, discuta
o 51gn1ﬁcado fisico de
. g ou
-5 = .
S ot

Considere uma onda eletromagnética progressiva dada por
E = E,, sen(kx —wt) j; B = By, sen(kx — wt) k

e mostre que a equacao VxE = ‘?9? é satisfeita para F,,/Bpn,

. Mostre que E= Eoei(kl_‘“t) é solugao da equagao de onda para o campo

elétrico, em um meio com constante dielétrica x, para /k = c/v.

Uma onda eletromagnética possui uma intensidade de 50 W/m?, a)
calcule o valor da pressao de radiagao, b) determine os valores do campo
elétrico e magnético médio.

Para um campo eletromagnético que possui as seguintes caracteristicas,
E, = E,cos(kz + wt), E; = 0, E, = 0, obtenha as componentes do
campo magnético e demonstre qual é a direcao de propagacao da onda
eletromagnética.

Um feixe de LASER, emite fétons com uma intensidade de 10** W/m?
com uma &rea transversal de 1 mm?. Qual seria a forca que a radiacio
exerceria sobre um objeto perfeitamente absorvedor.

A taxa de emissdo de energia do sol é de 3,8 x 1026 W. Calcule o valor
do vetor de Poynting na superficie da terra.

Considerando que a medida dosimétrica das radiagdes nao ionizantes é o
SAR, tente demonstrar a relacao da unidade como o vetor de Poynting.
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cApiTuLo 11

Circuitos Elétricos de Corrente Continua

Gustav Robert Kirchhoff, cientista russo, aluno de Gauss trabalhou
nos fundamentos da mecanica quantica e as suas regras para solucionar os
circuitos elétricos publicadas em 1854 sdo o resultado do trabalho de Georg
Simon Ohm...

11.1 Introducao

Neste capitulo estudam-se os circuitos elétricos de corrente continua
do tipo R, RC, RL, LC e RLC como elementos passivos alimentados por
fontes de corrente continua como elementos ativos. E conveniente lembrar
que a forma de representar esses circuitos é uma forma idealizada em que uma
resisténcia, um capacitor ou um indutor e a fonte de CC sao representados por
simbolos adequados conectados por linhas cuja fungao é ligar pontos de mesmo
potencial elétrico. Esses simbolos representam as propriedades elétricas de um
circuito, ou seja resisténcia, capacitancia e indutancia.

Mo oL\ ol ofre o—s
inha
R L C € equipotencial

Figura 11.1: Simbolos dos elementos bésicos de um circuito elétrico.
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Deve-se lembrar, também, que os circuitos elétricos apresentam dois
tipos de comportamento: o primeiro dito transitério ou transiente que
ocorre imediatamente ao serem ligadas ou desligadas as fontes e outro per-
manente que ocorre apds o transitorio ter passado. Um exemplo simples do
comportamento transitorio e permanente é o caso do circuito com um capaci-
tor, cujo estado inicial seja de carga nula, que ao ser ligado a uma fonte adquire
carga lentamente até atingir uma carga maxima. A esse periodo da carga do
capacitor chama-se de regime transitério e depois de atingir o equilibrio de
carga, tanto na carga como na descarga, atinge o regime permanente.

Os circuitos elementares sao compostos de resisténcias R, capacitores
C, indutores L e fontes de corrente continua com forga eletromotriz e. O
gerador a bateria ou pilha sao denominados genericamente por fem e sao
sempre os responsaveis pelo fornecimento de energia. Na resisténcia ocorre a
dissipagao de energia sob a forma de calor, em fungao da corrente que circula.
No capacitor a energia do campo elétrico aumenta ou diminui dependendo se
o capacitor estiver carregando ou descarregando. Na indutancia a energia é
armazenada, sob a forma de campo magnético e também aumenta ou diminui
quando a corrente induzida aumenta ou diminui. A tabela.T—l nos mostra
os valores das chamadas quedas ou ganhos de potencial em cada um dos
elementos do circuito.

Tabela 11.1: Caracteristicas de Potencial e Poténcia nos elementos R, L e C.

Caracteristica | resistor | capacitor | indutor
Q a1
\%4 RI & LS
_ 2 Q dQ dI
P=VI RI o LI%

11.2 Solucao de Circuitos CC

As ferramentas fundamentais que permitem a solucao de circuitos simples
saosolucao de:

e Principio da superposicao: que é aplicavel a circuitos que s6 conten-
ham elementos lineares, tais como capacitores, resisténcias e fontes de-
pendentes ou independentes; permitindo definir uma relacao linear entre
a a tensao e a corrente.

e Regras de Kirchhoff; também conhecidas como leis dos nés e das
malhas, correspondendo, respectivamente, a aplicagao dos principios de
conservacao da carga elétrica e da energia.
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e Teoremas de Thévenin e Norton; que permitem encontrar circuitos
equivalentes muito simples.

11.2.1 Circuitos Equivalentes

Dois circuitos elétricos contendo resisténcias e capacitores sao equiva-
lentes: quando para uma mesma diferenca de potencial aplicada aos mesmos
a corrente total é a mesma. O exemplo mais simples de circuitos equivalentes
esta relacionado com os circuitos série, em que, simplesmente, a ordem dos
mesmos elementos é diferente, como os mostrados na Fig. [O2.

:—il R C" R B A R C" . R EI_'E
(2}

Figura 11.2: Circuitos série equivalentes: os circuitos (a) e (b), sdo equiva-
lentes, pois a troca da ordem dos componentes, nao altera a
corrente a corrente, e tensao.

Circuitos equivalentes de Thévenin e Norton

Em muitos casos existe a necessidade de determinar a tensao, corrente
e poténcia em apenas um ramo de um circuito muito complexo. Os Teoremas
de Thévenin e Norton permitem que seja determinado um circuito equiva-
lente simples a partir de dois terminais a-b como no caso da Fig.lT=3(a), o
qual pode substituir uma rede complexa e simplificar a resolu¢ao. Para isso a
equivaléncia de circuitos, de maior complexidade, pode ser estudada em ter-
mos de dois teoremas, o de Thévenin e o de Norton, que resultam em circuitos
equivalentes com fonte de tensao Fig. II=3(b) ou de corrente, conforme Fig.
T3 (c).

Estes dois teoremas apresentados respectivamente por M.L.Thévenin
em 1883 e E.L. Norton em 1926, demonstram que qualquer circuito bipolar
linear é equivalente a uma fonte de tensdo e uma resisténcia em série ou a
uma fonte de corrente e uma resisténcia em paralelo. A determinacgao das
caracteristicas dos circuitos equivalentes de Thévenin e Norton deve ser feita
diferenciando trés diferentes formas:

a) Quando o circuito contiver fontes independentes, as fontes devem ser
retiradas e a resisténcia é calculada ou medida a partir dos terminais
a partir dos quais se deseja obter o circuito equivalente, na Fig.O=3 os
terminais a-b.
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Figura 11.3: (a) circuito bipolar original; (b) circuito equivalente de Thévenin;
(¢) circuito equivalente de Norton)

b) No caso do circuito original conter fontes independentes e controladas, a
resisténcia equivalente é obtida a partir da corrente de curto circuito, ou
corrente de Norton Iy, e da tensao de Thévenin, ou tensao de circuito
aberto, e dessa forma se obtém a relagao:

¢) Quando além de resisténcias o circuito s6 contiver fontes controladas
deve-se aplicar uma fonte de corrente aos terminais a-b, medindo-se a
tensao de Thévenin. O inverso também é possivel, aplicando uma fonte
de tensao e medindo a corrente de Norton.

Esses dois circuitos equivalentes, de Thévenin e Norton também sao equi-
valentes entre si e podem ser construidos de forma muito simples bastando
definir as fontes e as resisténcias. A tensao de Thévenin Vi, pode ser obtida
medindo a tensdo, a circuito aberto (sem carga), entre os terminais a e b do
circuito original, portanto:

Vab = Vrp,

O valor da resisténcia Rrp, do circuito equivalente de Thévenin, é definido
como a resisténcia equivalente do circuito, sem fontes. No caso do circuito

© Claudio Graga 254



Capitulo 11 Eletromagnetismo

equivalente de Norton pode-se provar que:
VN = Vrn; VN = Vrh.

Ao medir a corrente de curto circuito determina-se a corrente I, por-
tanto pode-se resumir as propriedades dos dois circuitos equivalentes através
da relagao entre a medida da tensao a circuito aberto V,. e a medida da
corrente a curto circuito I,

VTh o Voc
IN Isc

Essa equivaléncia entre os circuitos de Thévenin e Norton pode ser
entendida como uma transformacao de fontes, ferramenta 1til para simplificar
0s circuitos, substituindo uma fonte de tensdo em série com uma resisténcia
por uma fonte de corrente com uma resisténcia em paralelo e vice versa.

Utilizando essa equivaléncia de circuitos é possivel voltar ao problema
de méxima transferéncia de poténcia tal como deduzido no Capitulo 5, Eq.
b3, considerando que a resisténcia interna da fonte € a resisténcia de Thévenin,
portanto podemos considerar que quando a resisténcia de carga R = Rpj, te-
remos a méaxima transferéncia de poténcia, como pode observar no gréafico da
Fig. B8.

Vrn = INRy Ry = Ry, =

(11.1)

Associagao de Resisténcias e Capacitores

e Associagao em série

Quando as resisténcias de um circuito: estao ligadas em série, a corrente
que circula nas resisténcias é a mesma para todas as resisténcias. No
caso dos capacitores em série a carga em todas as placas é a mesma,
conforme mostra a Fig. 14,

o—\/vv\,—vvvw -

+Q-Q +Q-Q
(a) (b)
Figura 11.4: Circuitos de resisténcias e capacitores em série.

Como a corrente é idéntica nas resisténcias em série, pode-se escrever a
diferenca de potencial entre os terminais A e B

Vap =1R; +IR2:I(R1+R2):IReq. (11.2)
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A resisténcia equivalente de uma associacao em série de resisténcias serd
o somatério das mesmas

Req :ZR’L (113)
=1

No caso de capacitores em série, pode-se dizer que, a diferenca de po-
tencial seja dada por

Q  Q L1y Q
614—62)_0&]. (11.4)

Portanto, o inverso da capacitancia equivalente serd a soma dos inversos
das capacitancias em série. Para n capacitores em série a capacitancia
equivalente vale

1 "1
=) —. 11.
o ;Ci (11.5)

e Associacao em paralelo

Quando a associagao de resisténcias: for em paralelo, como na Fig. 13,
com a fonte, a diferenga de potencial aplicada é a mesma para todas as
resisténcias.

A

T131 "LL.
'3 T T

Figura 11.5: Circuitos de resisténcias e capacitores em paralelo.

o

oo

A corrente elétrica total serd a soma das correntes, que circulam em

cada resisténcia: I I
n n 1
Ig=Y_T; :VABZE (11.6)
i=1 i=1 " "

e entao a resisténcia equivalente serda dada por,

1 "1
=y —. 11.7
Req ; RZ ( )
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Para os capacitores em paralelo, conforme a Fig. I3, a diferenca de
potencial aplicada a todos os capacitores serd a mesma e idéntica a
da fonte. A carga total serd a soma das cargas armazenadas em cada

capacitor,
n

Q=Y Qi=Vap) Ci (11.8)
i=1

i=1

portanto, a capacitancia equivalente serd a soma das capacitancias dos
n capacitores:

Oeq :ZOL (119)
=1

11.2.2 Regras de Kirchhoff.
Regra das Malhas

Para exemplificar a aplicacao da regra das malhas, utiliza-se um circuito
simples como o da Fig. ™. Considerando que no circuito nao existe um
campo magnético, ou seja B = 0, pode-se dizer que o campo elétrico ao longo
do circuito tem a seguinte propriedade; toda a energia produzida pela fem é
transformada em calor nas resisténcias o que pode ser traduzido pela seguinte
equagao:

]f E-dl=0. (11.10)
C

Figura 11.6: Circuito unicamente resistivo com uma fem.

Pode-se entender esta equagao como sendo o trabalho por unidade de
carga em cada um dos trechos que contém forca eletromotriz ou qualquer outro
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elemento passivo. Aplicando a integral de circulacao a forga eletromotriz e a
resisténcia equivalente R.,, resulta que

B — —
/ E-dl = e, (11.11)
A
A — —
/ E-dl = Re,l. (11.12)
B

As equagoes 11 e [T T2 representam as quedas de tensdo entre os
trechos A — B e B — A respectivamente. A equacgao [0 diz que a soma das
quedas de tensdo ao longo de toda a circulagdo C' (todo o circuito) é nula.
Esta é uma aplicagao do principio de conservagao da energia e se denomina
regra de Kirchhoff para as malhas, ou seja

€ — Ryl =0, (11.13)

em que R, é a resisténcia equivalente do circuito, cujo valor deve ser definido a
partir da solugao do circuito equivalente a uma tinica resisténcia ou equivalente
de Norton na qual circula a corrente

€

 Ri+ Ry gl

(11.14)

Regra dos Noés

O principio de conservacao da carga elétrica nos permite aplicar a regra
de Kirchhoff dos nds a qualquer um dos nds do circuito da Fig. IT@. Os nods
sao pontos aos quais convergem varias linhas de mesmo potencial, percorridas
por diferentes correntes, como é o caso dos pontos C' e D. Considerando uma
superficie fechada que envolva um desses ndés, C ou D, pode-se aplicar o
principio de conservagao de carga, levando em conta que nenhum dos nés, por
hipétese, é uma fonte ou um sorvedouro de carga:

n

?{f-dﬁ’:zbl. (11.15)
A

=1

Desse modo pode-se dizer que a soma algébrica das correntes, que entram ou
saem do né considerado, é nula (as correntes que entram consideradas como
positivas e negativas as que saem);

n

ffdA’:ZIn. (11.16)
A i=1

A aplicacao dessa regra ao né C, resulta em: I — Iy — I3 = 0.
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Solugao de um Circuito

As duas regras de Kirchhoff: permitem a solucdo de qualquer circuito
com resisténcias, capacitores e fontes. Por solucao, do circuito entende-se
a utilizacao dessas regras para calcular o valor das correntes ou cargas ar-
mazenadas em qualquer elemento do circuito. Nestas notas aplicam-se dois
métodos, que em si utilizam as regras dos nés e das malhas. O primeiro de
forma explicita, e o segundo, também chamado método das malhas, une a
regra das malhas e dos nos.

No método explicito sdo atribuidas, de forma arbitréria, o sentido das
correntes em cada elemento do circuito. A definicao s6 sera feita apds obtida
a solugao na qual se faz a determinacao do sentido real. Nesse método o
numero de equagoes, necessarias, é igual ao de correntes incégnitas. Em geral
se utilizam (N — 1) equagdes para os nds e (n — 1) para as malhas, onde N é
o numero de nés e n o numero de malhas.

No método das malhas, as correntes sao correntes parciais para cada
malha, como se as malhas fossem independentes portanto, na solugao nao
aparece a regra dos nés que ficara implicita. Neste caso o nimero de equagoes
serd idéntico ao nimero de malhas.

Exemplo 11.1
Aplicacao das Regras de Kirchhoff ao circuito da Fig. I14.

Solucao
O circuito da Fig. [I@ é muito simples e facilmente redutivel a uma unica
malha, considerando a associacao das resisténcias equivalentes entanto, vamos
utilizé-lo para exemplificar as regras de Kirchhoff. Ry e R3, em uma tnica
equivalente.

Paraoné C, I = I, + I3.

Considerando a malha A — B — C' — D e aplicando a regra das malhas,
resulta que

Vag +Vec +Vep +Vpa =0,

cuja soma de quedas de potencial vale
€ — Rll— RQIQ — R4I =0.

Estritamente falando, sem lembrar da associagao em paralelo, existem trés
correntes, portanto sao necessarias trés equagoes. Pode-se, entao, escrever
uma equacao para a malha mais externa e outra para um dos nés, portanto

€ —Ri(Io + I3) — Rols — Ry(Io + I3) = 0,

€ — R]_(IQ + 13) — R3[3 — R4(12 + 13) =0.
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Resultando em R3l3 = Rol5, como seria de esperar pois as quedas de poten-
cial nas resisténcias Ry eR3 sao idénticas.

Exemplo 11.2
Solug¢do do circuito resistivo da figura 11, utilizando as regras de Kirchhoff.

Solucgao

Neste exemplo aplicam-se as regras de Kirchhoff, separadamente, consi-
derando correntes hipotéticas, como se fosse conhecida a solugao. No circuito
da Fig. I, foram desenhadas arbitrariamente as correntes e também foi es-
colhida, arbitrariamente, a diregao horédria para percorrer as malhas e somar
os potenciais.

Atencao! Para escrever a regra das malhas, deve-se, além de escolher
um sentido arbitrario para as trés correntes, definir o percurso para somar os
potenciais em cada malha.

A

AN
Re L.
3

ReS | I, Il
TJ:’2

al Ry
n

Rs Rj3

Figura 11.7: Circuitos de resisténcias para o exercicio 6.4.

Aplicando a regra dos nés ao né6 A
L —I,—1I3=0
e aplicando a regra das malhas a malha da esquerda e & mais externa;

€1 —L Ry — 2Ry + e — 1 Ry = 0;
€1 —[1R1 —13R4—63—13R3—11R5 =0.

As trés equagbes, uma dos nos e duas de malhas, constituem um sistema de
equagoes que pode ser resumido da seguinte forma matricial:

1 -1 1 I 0
(R1 +Rs) Ro 0 L = e44+e |- (11.17)
(Rl + R5) 0 (R4 + Rg) I3 €1 — €3
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A solugao do sistema T4 resultara no valor do vetor das correntes e um
otimo exercicio é escolher um outro né; por exemplo, o né B, e escrever o
sistema de equagoes escolhendo o sentido anti-horario para as equacoes das
malhas podendo, inclusive, escolher outro conjunto de malhas e chegando ao
mesmo resultado.

No apéndice, apresenta-se a regra de Cramer para solucionar sistemas
de equagoes como o deste problema.

Exemplo 11.3
Cadlculo a resisténcia equivalente entre os pontos A e B do circuito T8 apli-
cando a regra das malhas utilizando o teorema de Thévenin.

Solucao

O teorema de Thévenin indica que se pode encontrar a resisténcia equi-
valente, através da expressao

Reg = — (11.18)

Figura 11.8: Circuito unicamente resistivo para determinagao da resisténcia
equivalente. A fonte e foi colocada para solucionar pelo método
das malhas e as correntes sao parciais e circulam em cada malha
como se fossem independentes.

O problema entao se resume em encontrar a corrente I; e para isso
pode-se supor que colocando-se uma fem, entre os pontos A — B, pode-se
encontrar essa corrente, como se pode ver na Fig. @I, em que a linha
tracejada foi adicionada ao circuito com uma fonte de valor nao definido e.

Escolhem-se as correntes, como as indicadas como se fossem indepen-
dentes umas das outras, em cada malha. Aplicando a regra das malhas,
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pode-se escrever para a malha A — C — B — € que
41 + 31 — 41, — 315 = ¢,
Para a malha da esquerda, percorrida pela corrente I,
—411 + 41y + 112 + 51, — 513 = 0,
e para a malha da direita, percorrida pela corrente I3,
213+ 313 — 31; + 513 — 51, = 0.

Colocando estas equagoes, na forma matricial e como os valores das resisténcias
sao em k2, dividindo a fem por 1000, resulta em

7 -4 -3 L €/1000
-4 10 5 |.| L |= 0
-3 =5 10 I 0

O valor da corrente total I, serd calculado pela regra de Cramer obtendo-se

-1

6e/1000 —4 -3 7T -4 3 75 ‘
I = 0 10 -5 |.|] -4 10 -5 = (%5> 1000°
0 -5 10 -3 -5 10

O que resulta em R, = Iil = 3,93 k€.

Exemplo 11.4
Calculo do valor do capacitancia equivalente entre os pontos A— B no circuito
13, aplicando a regra das malhas.

Solucao
A associagao de capacitores é um dos exemplos mais interessantes de aplicacao
da regra das malhas, que pode ser encontrado em varios textos. A ideia foi
a mesma do problema anterior, adiciona-se uma fem hipotética para aplicar
a lei das malhas, carregando os capacitores, colocam-se cargas independentes
em cada malha. A soma de potenciais de cada capacitor serd sempre nula ao
percorrer cada uma das malhas.

Para a malha A — Cy; — Cy — B — € a soma dos potenciais serda dada por

Para a malha C5 — C'3 — (5 serd

Q3 Q2 Q3 Q3 Q1
AR ARG
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|5
N GEE
: e, Thg, ! T
o
! 2 )l
L = d

Figura 11.9: Circuito com associacao de capacitores série e paralelo.

e para a malha Cy — C5 — C1,

O sistema de equagoes das malhas serd entao

1 1 1 1

(Cil +1072) _q 1 073 1 Ql N
TG ey (e +lcj) Q| =10
o (ata) & Qs 0

Utilizando a regra de Cramer é possivel obter cada uma das cargas:

‘ g L @y
0 1_0751 (a +1C72)
0= L0 Ete) o
1 ACL )
1 1 1
(CT +1Cj) 61 O3
T g
_ = 0 =
Cl CS
QQ Aa )
1 1 1
on +1cj,) o €
_$ 1_0751 0
Q,— L —a  lorta) O
3 Aa
A solugao deste sistema permite obter a capacitancia equivalente, pois
Q1
Ceqg = —.
eq €
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11.3 Circuito RC: carga e descarga do capaci-
tor

O exemplo mais simples de um circuito contendo resistores e capacitores
é o da Fig. MW, ou circuito RC série:. Como os capacitores possuem uma
resisténcia praticamente nula, devem ser sempre associados a um resistor, que
terd a fungao de limitar a corrente na carga e descarga do capacitor.

A carga do capacitor é feita por uma fem, colocada em série com o
capacitor e resistor através da chave S na posi¢ao 1. O processo de carga do
capacitor ocorre até que o potencial do capacitor seja igual ao da fem. Ao
atingir a carga de saturacao a chave S é colocada na posi¢ao 2 e a partir dai
o campo elétrico do capacitor suprird a energia a ser dissipada no resistor até
concluir a descarga completa.

S

1 02
Considerando um circuito RC C
como o da Fig. [II0 em que —_—
tanto a fonte de forga eletromo- €= TI R
triz €, como o resistor com a
resisténcia R, estao ligadas em
série com o capacitor C'. Com
a chave S na posicao 1 se fard a Figura 11.10: Circuito RC, para estudo
carga e na posicao 2 a descarga. da carga e descarga de um capacitor.

No instante ¢ = 0 a chave S é ligada a posicao 1 e o capacitor inicia o
processo de carga. Depois de um longo tempo verifica-se que a carga atinge
o equilibrio. Ao deslocar a chave para a posigao 2, a corrente se inverte e a
carga existente no capacitor diminui gradualmente, aquecendo o resistor, até
que um novo de equilibrio é atingido agora com carga nula no capacitor. Os
periodos de carga e descarga chamam-se transientes ou transitérios. A regra
das malhas pode ser escrita para a malha na posigao 1, de carga do capacitor:

Q

—RI—-—==0. 11.1
e—R o 0 (11.19)

Na Eq. [TT9 existem duas varidveis, a carga e a corrente, ambas dependentes
do tempo e relacionadas da seguinte forma:

_ 49
I = = (11.20)

Q = /Idt. (11.21)
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Escolhendo-se a varidvel carga para escrever a equacao T 19 na forma dife-
rencial, chega-se a:
dQ Q €
+ PR —

dt  RC R

Cuja solucao pode ser obtida de forma muito simples desde que se definam as
condicoes iniciais.

(11.22)

Descarga do capacitor.

Primeiro vamos solucionar o caso em que a fem é nula; para isso é
necessario considerar que o capacitor estd inicialmente carregado com uma
carga elétrica igual a @Q,, portanto estuda-se a descarga do capacitor. As
condigoes iniciais serdo entdo para t = 0, @ = Qg e ¢ = 0. Para tal deixa-se
carregar o capacitor por um longo periodo e apds coloca-se a chave na posicao
2. A equagao M2 tomard a seguinte forma,

Q |  Q
<= . (11.23)
dt  RC

Tanto a equacao 22 como a equagao [I23 sdao equagoes diferenciais
ordindrias de primeira ordem com coeficientes constantes, apenas a tultima
nao tem o termo independente e portanto, separando as varidveis, pode-se
integrar os dois lados dessa equacao:

Q dt

0 - "we (11.24)
@LdQ @ dt
G - _/QO == (11.25)
n@ —InQ, = —Rt—c (11.26)
Q _ _t
—ln@ = 25 (11.27)
Q) = Que t/EC. (11.28)

O comportamento durante a descarga do capacitor é decrescente de forma
exponencial. Quanto a corrente, basta derivar a Eq. em relacao ao
tempo o que também resulta em um comportamento exponencial como
_dQ Qo _i/re

== et : (11.29)

mas como @Q,/C = Vy = ¢, a corrente inicial serd e¢/R = I portanto,

1(t)

I(t) = —I,e Y/EC, (11.30)
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O sinal negativo da corrente, indica que ela circula em dire¢cdo contraria a
corrente de carga do capacitor. A representagdo temporal na descarga das
fungoes Q(t) serd feita de forma grafica, na Fig. IITT(a), o que esclarecerd o
seu caracter exponencial.

Carga do capacitor.

A solugdo da equagdo MIZA pode ser obtida de muitas maneiras. A
mais simples seria encontrar o fator integrador, ou mesmo pelo processo de
tentativas. Vamos utilizar o método de solugao a partir da combinacao linear
de duas solugbes simples. A primeira ()1 é a propria solugao ja obtida pela
equagao 23 e a segunda (- é obtida considerando o caso em que a derivada
da carga é nula ou seja:

Q1
rC ~C

que resulta em duas solugoes independentes:

Q1 = eC, (11.31)
Qs = Qe RC = ¢Cet/RC, (11.32)

A combinagao linear destas duas solugoes para a equacao XA deve
obedecer as condigoes fisicas, ou seja, para uma carga inicial nula, quando
a chave é colocada na posicao 1, atinge-se o valor de equilibrio @, apds um
tempo muito longo e quando se passa a chave para a posi¢ao 2, ou seja quando
se elimina a fem a carga tende a zero para um tempo longo. Portanto a solugao
serd:

Q)=Q1—Qy = €C—eCe V/EC (11.33)
= C(1 —e VRO, (11.34)

Derivando a Eq. =33, obtém-se a corrente elétrica para a carga do capacitor.

d
I(t) = d—? = %e*t/RC. (11.35)

Agora também é possivel observar essas duas solucoes, para o crescimento da
carga, de forma gréfica na Fig. TTT1(b).
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i : —_— 1)
-l R il R R - 1 Prr. s
g
= . an
" ! ---a,
.......... tdn{dll,
24 \
e :
: !
:
T {El} Tempo 1 {b) Tempo

Figura 11.11: Caracteristicas das fungoes descarga (a) e carga (b) de um
capacitor

A comparagao das fungoes Q(t) e I(t) tanto na carga como na descarga
do capacitor sao observadas nas Figuras [TT2 para descarga e T3 para a
carga.

2, 0
0 A
_o¥ Qo 777777777
- -
t t
¥ | Ik
- I-
/f “ \
I
o tb
Figura 11.12: Variacao tempo- Figura 11.13: Variacao temporal
ral da carga elétrica e corrente na da carga e da corrente na carga
descarga de um capacitor. de um capacitor.

11.3.1 Conservacao da energia no circuito RC

Aplicando-se o principio da conservacao da energia, pode-se dizer que
para cada carga d@ fornecida pela fonte esta realiza um trabalho:

AW = edQ, (11.36)
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que ¢é dissipado em forma de calor no resistor
dWg = RI*dt, (11.37)

e em energia armazenada no capacitor como campo elétrico:

Q

Vdg = 5dQ. (11.38)

Para a condigao de equilibrio, no qual o t > RC, observa-se que a carga
atinge o valor Q ~ Ce, portanto a energia armazenada no capacitor sera dada
por:

Q2 062
U= —==—. 11.39
c= 55 = 3 (11.39)
A poténcia dissipada no resistor, é dada por,
2
Pp = RI* = e /1€, (11.40)
e a energia dissipada serd igual a integral temporal da poténcia,
e [ Ce?
Wg=— /RO — 11.41
=G e . (11.41)

Portanto, verifica-se que a energia produzida pela fonte, serd igualmente di-
vidida no armazenamento de carga no capacitor e dissipacao de calor na re-
sisténcia:

Wiem = W+ Uc = Cé®. (11.42)

11.4 Circuito RL: crescimento e decaimento da
corrente

O circuito RL série: contém dois elementos principais, um resistor R
e um indutor L, como mostra a Fig. III4. Os resistores tém como cara-
cteristica principal a transformagao de energia elétrica em energia térmica,
ja os indutores transformam a corrente elétrica em energia magnética. Neste
circuito consta uma fem que fornecera a energia e uma chave para realizar as
operagoes de crescimento e decaimento da corrente.
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S
— o
De forma andloga ao que foi feito 14
para o circuito RC, pode-se es- 2 L
crever a regra de Kirchhoff para
as malhas para o circuito RL E ——

série apresentado na Fig. @14,
quando a chave estd na posigao 1.
O valor da fem €y, induzida é ob-
tida a partir da Lei de Faraday.

Figura 11.14: Circuito RL

e—RI —¢, =0 . -
dl para “carregar e descarregar
e— RI — Ld—T =0 (11.43) um campo magnético.

Deve-se lembrar que todos os circuitos elétricos contém uma indutancia
L assim como uma resisténcia, R, intrinsecas do circuito, mesmo que nao haja
um indutor especifico para produzir campo magnético. A Eq. IT43 é escrita
na forma de uma equacao diferencial para a corrente em funcao do tempo, na
qual a forca eletromotriz da fonte representa um termo independente:

dl R

a7 + LI =€ (11.44)
Esta equagao representa uma funcao de comportamento do tipo exponencial,
pois a derivada dela é a prépria fungao, a menos de constantes. Observe-se
que existe uma grande diferencga entre um indutor e um resistor. Enquanto a
diferenca de potencial através de uma resisténcia é proporcional ao valor da
corrente (RI), no indutor a diferenga de potencial é proporcional a variacao
da corrente (LdI/dt).

Crescimento da corrente

Considerando que o circuito RL possui um resistor e um indutor em
série com a fonte, para t = 0, ao ligar-se a chave na posi¢ao 1 a corrente cresce
lentamente atingindo o seu valor maximo sé para t — co. Isto é consequéncia
da existéncia da fem auto-induzida no indutor L. Para o caso da variagao da

corrente ser positiva, % > 0, a Eq. 24 pode ser escrita separando-se as
variaveis: il @t
- =7 (11.45)
I-x 7

Integrando em ambos os lados e considerando I(t = 0) = 0, chega-se a uma
solugao da Eq. 24 que é formalmente andloga a da carga do capacitor no
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circuito RC:

I(t) = % (1 - e%t) , (11.46)

na qual % é um parametro denominado constante de tempo do circuito RL.

O comportamento da corrente pode ser observado na Fig. IT14. De-
pois de um longo tempo, ou seja t >> L/R, a corrente se satura o que mostra
a corrente se aproximando exponencialmente do valor I, = ¢/R. A constante
de tempo 7 = L/R, esté relacionada com a inércia ao se estabelecer o campo
magnético, caracteristica do processo de indugao magnética.

) I,=e/R
10F----- R L T T
- p
= r
il
08 I
! ! SR
=083, [ . | — (1)
06 [ o/ - - {dVdt) =elL
NV
A
el
I 1
i 1
1
02} |
1
1
0=0 1 1 1 1
=LR Tempo

Figura 11.15: Caracteristica da curva de crescimento da corrente do circuito
RL conforme a solucao Eq. ITZH

O comportamento qualitativo da corrente em funcao varios valores de
indutéancia, observado na Fig. [T, é descrito pela Eq.ITZ8 e mostrado na
Fig. [T na qual se observa que a corrente de saturagao f ocorre para o caso
em que a fem no indutor é nula €;, = 0, ou seja o indutor se comporta como
um curto circuito.
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L=

1/1

z 3 4

Tempo

Figura 11.16: Crescimento da corrente no circuito RL em funcao do tempo

A expressao da fem auto-induzida pode ser obtida a partir da derivacao
da equagao da corrente:
dI

- =
leL] e

(11.47)

portanto
dI i
€ =L— =¢€c 7 11.48
=1L (11.48)
Como consequéncia observa-se que a fem auto-induzida tende a zero no infinito

ou seja nessa condigao a o circuito se torna unicamente resistivo.

Decaimento da corrente

Quando o campo magnético estiver estabelecido para um dado valor de
corrente I, a chave do circuito 14 é passada para a posicao 2, retirando-se
dessa maneira a fem e dessa forma fazendo com que a corrente I tome o sentido
inverso com uma taxa de variacao negativa, % < 0, portanto a equagao das
malhas podera ser escrita como:

e, — RI = —L% — RI, (11.49)
ar - dt
-~ = 11.

cuja solugao sera obtida pela integragao:
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L1 L 1

Tempo

Figura 11.17: Decaimento da corrente no circuito RL em funcao do tempo

I(t) = Se . (11.51)
L

Este comportamento mostra que a corrente se aproxima do seu valor as-
sintético, I = 0 com o mesmo tempo caracteristico ou constante de tempo
7 = L/R. Quando L for medido em henrys e R em ohms, a constante de
tempo serd em segundos. Esta constante de decaimento 7 é a mesma para o
crescimento e decaimento da corrente.

O comportamento deste circuito RL pode ser observado na Fig. T4
quando o campo magnético se dissipa, produzindo o aquecimento no resistor.

Ao se estabelecer a corrente, ligando-se a chave na posicao 1, a corrente
inicialmente cresce até o limite 6hmico, €/ R e ao passar a chave para a posi¢ao
2 forga-se a corrente cair até zero. Este comportamento é o fator predominante
que se deve levar em consideracao que ocorre quando se liga e desliga um
circuito indutivo, ocorrendo por efeito de indugao a produgao de faiscas nos
contatos, o que pode deixar de ser um problema matematico e se tornar um
sério problema de seguranca. Também se pode concluir que neste circuito a
inducao desaparece para t — oo, tanto no crescimento como no decaimento
da corrente, fazendo com que a indutancia a partir dai atue como um simples
condutor de resisténcia R.ad

A observagao deste comportamento do circuito RL, pode ser feito com
o uso de um gerador de fungoes e um osciloscopio. Na Fig. T8, mostramos o
comportamento indutivo quando o circuito é submetido a um fem de potencial
definido pela fonte de onda quadrada que atua como a chave S do circuito
[TT14. A selecao da frequéncia da onda quadrada depende da constante de
tempo do circuito RL.
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Figura 11.18: Observagao no osciloscépio do comportamento temporal do
crescimento e decaimento de corrente, em funcao de fem de uma fonte de
onda quadrada.

Armazenamento de energia no campo magnético

O armazenamento de energia no indutor, pode ser observado pela ener-
gia dissipada na resisténcia e armazenada no campo magnético. Multiplicando-
se a Eq.I0T—43 por 1,

9 dl

el = RI +LIdT, (11.52)
Em termos de energia, podemos dividir a energia fornecida pela fonte, e/, em
cada instante como sendo igual a soma da energia dissipada na resisténcia
sob a forma de calor, RI?, mais a energia armazenada sob a forma de campo
magnético, LI %. Enquanto que o calor é dissipado a energia do campo
magnético pode ser recuperada como se observou quando se retira a fem,
ligando a chave na posicao 2 resultando em:

dl  dU
RI’=LI— = —. 11.53
dT dt ( )
A energia dissipada em um tempo dt é dada por RI%dt, portanto a inte-
gral a seguir, resultara no valor da energia armazenada no indutor e dissipada
em R;

o0 o0 1
U= / RI?dt = / RIZe(2/ 1) gt = L1 (11.54)
0 0

A energia fornecida pela fonte, para estabelecer o campo magnético,
para uma dada corrente I pode ser calculada percebendo-se que quando te-
mos essa corrente aumentando no indutor, o trabalho para gerar o campo
magnético B(I) sera:

t t d[ I 1
/dW:/ LI—dt:/ LIdI = LI (11.55)
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11.5 Circuito LC

O circuito LC série é desprovido:,

de al ira, de resist S

e alguma maneira, de resistores.

Considerando que a energia esteja 145
inicialmente como carga do capacitor, C

fornecida no caso por uma fonte como T
a do circuito e supondo-se, entao, que
a chave do circuito Y, seja ligada L
na posicao 2, apdés uma carga inicial
@, no capacitor ter sido estabelecida.

Figura 11.19: Circuito LC

A regra das malhas de Kirchhoff para o circuito LC sem fonte serd

Q dI
+L— =0 11.56
oLl =0 (11.56)
em que, novamente, tem-se uma equacao com duas incégnitas, carga e corrente
2
assim relacionadas: I = dQ/dt e % = ‘Zt?. Dessa maneira pode-se escrever
que:
Q+Ld2Q =0 (11.57)
C a2 ’
PQ 1
— + — = 0 11.58
a T 1Ic o (11.58)
*Q
72 +w Q = 0, (11.59)

na qual w, = \/% A derivada da Eq. D58, nos permite escrever que:

d2I 1
d2
—+wl = 0, (11.61)

A equagoes e acima sao equacgoes diferenciais de segunda ordem,
incompletas e homogéneas. Nas equacoes deste tipo a derivada segunda de
Q(t) ou de I(t) é a prépria fungao, a menos de algumas constantes. Isto
sugere, intuitivamente, que a que a solucao deste tipo de equagao diferencial
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deva ser uma funcao do tipo periédica, como seno, cosseno ou combinagoes
delas. Com base nisto consideramos que a solucao deste circuito é a mesma
do oscilador harménico que para Q(t) pode ter a forma:

Q(t) = Acos(wt + @) (11.62)

na qual A, w e ¢, sdo constantes a determinar usando as condicbes fisicas
conhecidas: para t = 0 considera-se que o capacitor esta carregado com uma
carga @, resultando em:

Q(t) = Qocos(wt + ¢). (11.63)

Utilizando a solugao Eq. [IHB3 podemos obter a derivada segunda desta
equacao,

’Q 2

P —Qow* Acos(wt + ¢) (11.64)

Substituindo a Eq. II63 e Eq. OI54, na Eq.IT554,

— LQ,w?Acos(wt + ¢) + %cos(wt + ¢). (11.65)

Dessa maneira pode-se obter a constante w): w? = % A frequéncia angular
w da oscilagao é a mesma para a carga e corrente, o que pode ser verificado

derivando a equagao da carga Eq.ITH3 portanto,
1(t) = —Qowsen(wt + ¢) = Iysen(wt + @) (11.66)

na qual I, representa a amplitude real e ¢ a fase inicial.

As duas constantes sdo reais e devem satisfazer as condigbes iniciais, ja
que se trata de uma equagao diferencial de segunda ordem. Supondo que se
conheca a corrente e a carga iniciais, por exemplo a corrente I, no indutor e
a carga (), no capacitor, a carga pode ser obtida pela integral no tempo da
corrente, equagao [T6A:

Q) = /Idt = i—ocos(wt + ). (11.67)

O caso mais simples é aquele em que a corrente inicial é nula e a carga
estd toda concentrada no capacitor, resultando, pela substituicao na equagao
[IT57, os seguintes valores para as constantes serao:

IO - (-‘JQO €, (1168)
6 = w/2. (11.69)
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Na Figura 21 pode-se observar o comportamento da corrente e carga em
fungao do tempo.

—Q
1,0
m l
0E

Q1

Figura 11.20: Comportamento oscilatério da carga no capacitor e da Corrente
no circuito LC

A oscilagao do circuito LC é de grande utilidade, para lampadas sinali-
zadoras e pode ser entendido como um circuito no qual a energia inicialmente
armazenada no capacitor, oscila entre o campo magnético e carga no capa-
citor. No circuito LC a energia total é a soma da energia armazenada no
capacitor e no campo magnético portanto,

Q? LI?

= = — 4+ —. 11.
Ur Ug+Ugp QC+ 5 ( 70)

Substituindo as solugoes periddicas para a carga e corrente

U = Q—%cosQ(wt +¢) +
2C

LwQQ%

5 seno® (wt + @) (11.71)

e levando em consideracio que w? = (LC) ™! e cos?(wt+¢+sen((wT+¢) = 1,

resulta em:

_ %
2C"°

O gréfico M2, ilustra a contribuicao elétrica e magnética ao valor da energia

total.

Ur (11.72)
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Tempo

Figura 11.21: Energia elétrica e magnética

Dessa maneira conclui-se que a energia total é constante e igual a ener-
gia inicial necessaria para carregar o capacitor. Como o circuito analisado
possui resisténcia nula ele oscilaréd indefinidamente transferindo energia do ca-
pacitor para o campo elétrico e viceversa. Este circuito tém comportamento
analogo ao oscilador harmoénico mecanico.

11.6 Circuito RLC sem fonte

O circuito RLC série : como mostra a Fig. IT22 é um circuito sem
fonte, cuja energia é provida pela carga inicial do capacitor.

Fig. 022 é um circuito oscilador amor- c =
tecido no qual o capacitor deverd estar
inicialmente carregado, resultando uma AR
diferenca de potencial Vo = Q/C res-
ponséavel pela alimentagao do circuito.

O circuito RLC, sem fonte, como o da %
L

Figura 11.22: Circuito RLC
série sem fem.

Aplicando a lei das malhas ao circuito da Fig. 23,

Vi +Vr+ Ve =0. (11.73)
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Esta equagao representa a soma das diferencas de potencial medidas instanta-
neamente ao longo do circuitos cujos valores em fungao da carga e da corrente
serao: il 0
L—+RI+==0. 11.74
a e (1L.74)

Derivando esta equagao em relagao ao tempo e dividindo por L,

d*I R 1

— 4+ =I+-—I1=0. 11.75

T A e (11.75)
Considerando a relacao entre a carga, corrente e potencial entre as placas do
capacitor teremos:

aQ

= — (11.76)
= C%/ (11.77)
dl d*v

Dessa forma poderemos escrever a equagao das malhas [I-74 para a carga,

de RdQ 1
2 T Ta T1e? Y (11.79)

e para o potencial entre as placas do capacitor:

A’V  RdV .

a " Ta o’ T
Reconhecemos que as trés equacoes diferenciais ordinérias lineares de segunda
ordem e homogéneas, Eq. [MOZ73, IT7J e TR0, possuem solucao do tipo
harmoénico amortecido nas quais a resisténcia R & a responsavel pelo amorte-
cimento.

Inicialmente escolhemos uma solugao particular que satisfaz essa condigao,

para solucionar a equagao diferencial da carga, Eq. [IR0 tentando uma
solugao oscilatoria amortecida do tipo:

0 (11.80)

Q(t) = Ae “coswt, (11.81)

na qual A, o e w s&o constantes.
Para testar esta solucao vamos deriva-la e substituindo na Eq. [OI—79:

Q) = Ae™*(—acoswt — wsenwt); (11.82)

dt
2
d (gQ(t) = Ae “(a? — w?)coswt + 2senwt]; (11.83)
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resultando em:

R 1
(@ — w?)coswt + 2senwt — — coswt + w(senwt) + ——coswt =0 (11.84)

L LC
Esta igualdade Eq. &4 se verifica quando:

Rw R R
2 — — 2 —_ — ) = = — 11.
aw — — 0— w2 L) 00—« 5T (11.85)
R 1 1 R?
2_ 2_ — - = 2:7_7
o —w aL—i—LC 0—w 01 (11.86)

Para o caso em que w seja um valor real teremos w? > 0, portanto a solucio
proposta Eq. X1 s6 ocorrerd se

R? | L
i < y7ek consequentemente R < 2 Ie (11.87)
A solucdo proposta, Eq. [, ndo é unica ou seja temos outra solucao
periddica, como
Q(t)Be™ “'senwt, (11.88)

portanto podemos considerar a solucao geral a soma das duas,
Q(t) = e *(Acoswt + Bsenwt), (11.89)

na qual as constantes A e B s&o ajustadas as condi¢oes iniciais.

A solucao envolvendo funcao seno e cosseno, ou superposicao dos mes-
mos depende apenas da escolha da origem dos tempos. Dessa forma pode-se
analisar de forma qualitativa como sendo um fenémeno senoidal amortecido.
Para tal vamos comparar as solugoes, por analogia com a da carga, para a
tensdo e corrente. A solugdo do potencial é andloga a da carga bastando
dividi-la por C:

A
VXt)::Zie_aQwswt. (11.90)

A solucdo da corrente pode ser obtida derivando a da carga em relacdo ao
tempo:

I(t) = Awe™*(senwt + gcoscut) (11.91)
w

Vamos examinar o caso em que resisténcia é muito pequena, ou seja o
circuito é fracamente amortecido, de forma diferente podemos dizer que:

220 ouw>> a. (11.92)
w

Desta forma a corrente Eq. 9 podera ser escrita como:

I(t) = Awe™*senwt (11.93)
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Nessas condigdes pode-se analisar o comportamento das fungoes V(t) e I(¢):

parat = 0
Q0) = (Valor méximo de Q)
V(0) = AC (valor méximo de V)
1(0) =
parat = 7/2w= T/4 (1/4 do periodo de oscilagao)
Q(r/2w) =0
V(n/2w) =0

I(m/2w) = Aw ( valor méximo de I(t))

A Fig. MT23 mostra as duas fungdes V(t) e I(t), mostrando que elas estao
defasadas de w/2. Os maximos de V(t) e I(t), indicam o momento no qual a
energia estd toda acumulada em C e L, respectivamente. A cada t =T/4, a
energia passa de do indutor para o resistor e vice versa.

Figura 11.23: Oscilacao senoidal amortecida, mostrando a tensao e a corrente
no circuito RLC

No caso de um circuito onde ocorre um forte amortecimento, com R >
24/L/C, nao ocorre oscilagao apenas um decréscimo do potencial e nesse caso
a equagao diferencial para o potencial Eq. II=X0, terd uma solugao do tipo

exponencial do tipo:
A
V(t) = = At
(=5
Para a condigao de amortecimento critico R = 24/L/C, 81 = [ portanto,

teremos a seguinte solugao

+ ge*ﬁzt. (11.94)

(11.95)
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A evolucao deste comportamento pode ser observada na Fig. 124 com
dois comportamentos subcriticos e outro fortemente amortecido.

Tem po

Figura 11.24: Evolucao do amortecimento até o inicio da condicao de
decréscimo da fungao potencial sem oscilacao.
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11.7 Questoes, Exercicios e Problemas

1.

Calcule o valor da corrente que passa através de cada um das resisténcias
do circuito da Fig. @, quando € = 12V; Ry = 10;Ry = 1Q;R3 =
4Q; Ry = 5.

Considerando que o circuito da Fig. @ ¢ utilizado para manter uma
pequena lampada, cuja resisténcia é R3 com brilho constante, calcule o
valor de R3 de tal maneira que a poténcia dissipada nessa resisténcia
varie 0 menos possivel para pequenas variagoes de Rs, para R; =
5092 Ry = 10082; R4 = 09).

Duas lampadas de filamento e iluminacao, de mesma poténcia, podem
ser ligadas em paralelo ou em série com uma fonte de tensao. Escolha
a melhor associagao e justifique a resposta.

Duas lampadas de 100 W em 220V sao colocados em série e em paralelo
com um diferenca de potencial e 110V. Qual é o valor da poténcia total
dissipada nos dois casos?

Considere os circuitos de trés resisténcias, em triangulo e em estrela,
conforme a figura abaixo e obtenha as condigbes de equivaléncia dos
dois circuitos, ou seja resisténcias iguais entre os pontos A-B, B-C e

A-C.

B
R
R, e
A
R, ¢
Trangulo A Estréla ¢

Calcule o valor da corrente que passa através de cada um das resisténcias
do circuito 2, quando: e¢; = 12Vie; = 6Viep = 3V; Ry = 10Q,Ry =

Obtenha a capacitancia equivalente, entre os pontos A e D, do circuito
da Fig. [T para os seguintes valores de capacitancia, Cy = 1uF;
Co =2uF; C3 =3uF; Cy =4puF e Cs = buF.

Demonstre que quando circuito RC série é ligado depois de um tempo
muito longo se verifica que metade da energia fornecida pela bateria
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¢é dissipada na resisténcia e a outra metade é armazenada no campo
elétrico do capacitor.

9. Um circuito RC é ligado a uma bateria de 12V durante 1 minuto. Consi-
dere=se que R = 1002 e C = 2,5 mF. a) Qual serd o valor da carga
armazenada no capacitor? b) Qual serd a energia armazenada no capa-
citor e o valor da energia dissipada na resisténcia?

10. Mostre que as constantes, L/ R, v LC e RC possuem unidades de tempo
(s):

11. O circuito LC é conhecido como um circuito oscilante, puro, ou seja
a sua oscilagao ocorre de acordo com o movimento harmonico, quando
se introduz uma pequena resisténcia, em série, no circuito, a oscilagao
continua harmonica? Explique o funcionamento desse circuito do ponto
de vista fisico, em termos da energia.

12. A lanterna pisca-pisca, funcionando a base de um circuito RLC, é uma
excelente ideia para iniciar o seu hobby em eletronica. A figura abaixo
representa o esquema de uma lanterna pisca-pisca, sinalizadora, autonoma
e de pequena poténcia, para ser utilizada em canteiros de obras ao longo
de rodovias, em bicicletas etc. A lampada fluorescente funciona como
uma indutancia, em paralelo com um circuito RC. Quando o potencial
atinge Vi, = 72V, com uma bateria de 90V e um capacitor de 0, 2uF" a
lampada pisca. Supondo que a lampada deva acender a cada 0, 5s, qual
deve ser o valor da resisténcia R?

)
Il
I
—
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CAPITULO 12

Medidas Elétricas

Jacques Arséne d “Arsonval, 1851-1940
fisico, médico e francés foi o pioneiro da e-
letroterapia. Entre suas invengées se encon-
tra o galvanometro de bobina movel, inventado
em 1882, capaz de medir pequenas correntes
elétricas possui, ainda hoje, grande aplicagao
industrial.

12.1 Introducao

Hoje em dia as medidas elétricas sao feitas com instrumentos muito
sofisticados, em geral ligados diretamente a processadores, para aquisi¢ao di-
reta de dados. Apesar dessa automagao crescente, as medidas de corrente de
tensao e resisténcia sao feitas por instrumentos, que se baseiam em principios
fundamentais utilizados para todos os tipos de medidas fisicas.

Um instrumento de medida é sempre constituido de trés médulos fun-
damentais, um transdutor que transforma a medida em um sinal mecanico,
elétrico ou pneumdtico, segundo o principio fisico utilizado, um conformador
de sinal, que amplifica, filtra, e processa o sinal do transdutor, um registra-
dor ou indicador que transforma o sinal em um nimero que o usudrio possa
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ler adequadamente. o transdutor escolhido, para estas notas, é o velho gal-
vanoémetro de d’Arsonval. Nas Fig. [ e A, mostra-se o principio dos ins-
trumentos de medida elétrica em comparagao com a balanca de bracos. Nesse
transdutor a corrente que circula na bobina faz com que a forga magnética
produza uma atragao do nicleo de ferro para dentro do solenoide produzindo
um deslocamento proporcional a corrente, um instrumento analégico semel-
hante & balanga de bragos, Fig. . O equilibrio do ponteiro serd dado por
uma mola e um amortecedor. e

Mola

Solendide com

nicleo de ferro
\ﬁ/ [I/ /4— I

A '

—
Figura 12.1: Balanca de bragos,
que representa o principio de Figura 12.2: Principio de me-
um instrumento de medida dida de um instrumento de me-
analégico. dida elétrica.

12.2 Galvanometro d’Arsonval

A maioria dos instrumentos de medidas elétricas, analégicos sdo basea-
dos na utilizacao do galvanémetro de d’Arsonval, também chamado instru-
mento de bobina mével. Este galvanometro, mostrado na Fig. 23, consta de
uma bobina de fio de cobre, muito fino, enrolada em um cilindro de aluminio,
mantido entre as pecas polares de um ima permanente. Duas molas, uma de
cada lado do cilindro, servem para posicionar a bobina e também conduzir
a corrente que circula na mesma. Um ponteiro preso a bobina gira solidario
com o cilindro, em um angulo proporcional a corrente que circula na mesma.
Quando uma pequena corrente I, de poucos pA, percorre a bobina colocada
dentro de um campo magnético, aparece um conjugado motor, que faz com
que a bobina gire em um &angulo proporcional a essa corrente. Ao mesmo
tempo que a bobina gira, as molas espirais ficam sob tensdo opondo-se ao
movimento de rotagao. Na condicao em que o conjugado motor se iguala ao
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conjugado contrario produzido pelas molas o ponteiro, solidario com a bobina,
indicara na escala, previamente calibrada, o valor da medida, proporcional a
corrente I, que circula no galvanoémetro.

\\|//

A _
Ponteiro
y Forca
Mola
1
g
N G VW
Ry
Figura 12.3: Principio de fun- Figura 12.4: Simbolo galvanometro
cionamento do galvanometro de em um circuito elétrico

d “Arsonval

A seguir, descreve-se como a partir de um galvandémetro se constroéi
cada um dos instrumentos bésicos para medir corrente, tensao e resisténcia
elétrica. Mesmo que o galvanometro seja digital os principios de medida para
os instrumentos serao os mesmos e ao final do capitulo, a titulo de ilustracao
uma pequena leitura sobre instrumentos digitais.

12.3 Amperimetros, Voltimetros e Ohmimetros

Os instrumentos béasicos de medida de corrente, tensao e resisténcia,
em geral estao associados em um Multimetro, um dnico instrumento, no qual
o galvandmetro é o sensor basico, seja ele analégico ou digital.

12.3.1 Amperimetro

Os instrumentos de bobina mdével ou galvandmetros sao, na realidade,
micro-amperimetros, cujo fundo de escala é determinado pelo valor méximo da
corrente I, que circula na bobina do instrumento utilizado, como é mostrado
na Fig. I2Z4. O uso do galvanémetro, como o amperimetro, exige sempre uma
resisténcia de protecao colocada em paralelo com o instrumento, evitando
que a corrente no galvanémetro possa ultrapassar o valor de /, mdximo. Essa
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resisténcia, colocada em paralelo, é chamada shunt, conforme se pode observar
na Fig. @A. Considerando que uma corrente I circule pelo amperimetro,
mostrado na Fig. [ZW pode-se escrever a equacao das malhas

Rs(I —1,) = r,I,. (12.1)

Isolando a corrente I que circula no amperimetro, tem-se a medida do am-
perimetro:
Iy(Rs +1g)
I=—=—"—"=° (12.2)
Rg

O valor da medida da corrente sera proporcional ao valor da corrente no gal-
vanometro bastando trocar o valor do shunt para ter diferentes alcances da
escala de corrente. B importante lembrar que para medir a corrente é ne-
cessario intercalar o amperimetro, colocando-o em série com o circuito, como
mostra a Fig. ZA. Para a selecdo de um amperimetro, utiliza-se a chamada
qualidade do amperimetro. A qualidade de um amperimetro ¢ medida

Figura 12.5: Maneira usual de medir corrente e tensao, utilizando um am-
perimetro e um voltimetro.

da sua condutancia dividida pela corrente de fundo de cada escala. Como a
condutancia é o inverso da resisténcia e é dada em Siemens, a condutancia
especifica de um amperimetro serd dada em Simens/Ampére.

Qualidade do amperimetro = [QtA™Y

RAIfe

12.3.2 Voltimetro

Os voltimetros podem ser construidos pela adi¢ao de resisténcias elétricas
em série com um galvanémetro. A funcao da resisténcia é limitar a corrente
que atravessa a bobina do galvanémetro ao valor maximo de I, que ela possa
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-——W&—@——- g :

VWA v
Rs
Figura 12.6: Principio de construgao Figura 12.7: Principio de fun-
de um amperimetro a partir de um cionamento de um voltimetro a
galvandometro partir de um galvandémetro

suportar com seguranca. Na Fig. @27 encontramos o principio bésico de
um voltimetro com uma tnica escala de medida determinada pelo valor da
resisténcia R,. Considerando que a resisténcia do galvandmetro seja 74, po-
deremos escrever a equagao das malhas para o circuito da Fig. 272

V= (rg + Ru)I, (12.3)

Como ja foi dito, a escala do voltimetro é determinada pela escolha de uma
resisténcia R, portanto, a medida de V' serd proporcional ao valor de I,
cujo valor méaximo é definido pelo fabricante do galvanémetro com uma certa
seguranca.

E importante saber que o voltimetro, ao ser colocado em paralelo com
um circuito, como se pode observar na Fig. 3, para medir a tensao requer
uma pequena corrente capaz de defletir o seu ponteiro. Quando essa corrente
nao é desprezivel, em relagao a corrente que circula no circuito, serd preciso
ou usar um instrumento de sensibilidade mais adequada ou corrigir a medida
devido a esse fato. Lembre-se sempre do circuito equivalente a um voltimetro,
presente na Fig. 270, pois ao colocar o voltimetro em paralelo a resisténcia
R, também serd colocada em paralelo com o circuito.

A sensibilidade de um voltimetro, que ¢é indicativo da sua qualidade, é
definida pela relagao entre a resisténcia interna do voltimetro e a tensao limite
da escala, Q/Volt:

Ty

le

Sensibilidade do Voltimetro = Qv1.

12.3.3 Ohmimetro

A medida da resisténcia elétrica pode ser feita por varios métodos, o
primeiro, mais simples, é o da medida direta utiliza o multimetro, e o se-
gundo, o de comparagao, utiliza uma ponte de Wheatstone. Por sua simpli-
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cidade, descreve-se somente o principio de funcionamento do primeiro, ou do
ohmimetro .

Figura 12.8: Principio de funcionamento do ohmimetro a pilha a partir de um
galvanometro

O ohmimetro com fonte, também tem como instrumento de medida
um galvanémetro cuja escala é graduada em Ohms. Na Fig. X8, apresenta-
se 0 esquema bdsico, representando o principio de funcionamento do mesmo.
Dessa forma, pode-se observar que um ohmimetro simples pode ser construido
colocando em série com o instrumento de bobina moével, uma resisténcia R,
cujo valor que queira determinar, uma resisténcia variavel R, (potenciéometro),
que permitiréd o ajuste da escala a zero ohm, para diferentes condigoes de carga
da fonte, cujo potencial é V e resisténcia interna r colocada também em série
com os demais componentes. A equacao das malhas para este circuito sera:

V=1Irg+Ry+ R, +7). (12.4)

Para um dado alcance de medida, o valor da resisténcia interna do ohmimetro,
sem a resisténcia R, sera dada por R, = r4+R,+r, portanto pode-se escrever
a equagao 4 da seguinte forma:

V =I(R,+ R:), (12.5)
na qual isolando o valor de R,, resulta em
R, =——R,. (12.6)

O que mostra que o valor da resisténcia, a determinar, é inversamente pro-
porcional a corrente, I, que circula no galvanémetro.

Calibracao do Ohmimetro
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Pode-se observar através da equagao XA que, para R, = 0 a deflexao
do instrumento é méxima, enquanto que para R, = oo a deflexao é nula.
Dessa maneira, é possivel calibrar o ohmimetro, através de duas operagoes:
a) com as ponteiras instaladas mas sem tocar as pontas, observa-se a condic¢ao
aproximada de resisténcia R, = oo, portanto pode-se, calibrar a posi¢ao de
resisténcia maxima da escala, a posi¢ao da esquerda, através da variagao da
posicao do parafuso que aumenta a tensao na mola helicoidal no eixo do gal-
vandmetro; b) para calibrar a posigao zero, a direita da escala, é necessério, co-
locar as ponteiras em curto, ou seja fazendo R, = 0 e girando o potencidometro
que permite obter um valor de R, capaz de zerar o a medida.

12.4  Aplicagoes Cientificas e Tecnolégicas

12.4.1 Instrumentos digitais

Os multimetros eletronicos, formam uma familia de equipamentos e-
letronicos muito grande e, hoje, tanto multimetros eletronicos analdgicos ou
digitais sao utilizados de forma generalizada e estes tltimos sao os de uso
mais corrente. Os multimetros digitais estao baseados, em trés componentes
bésicos, um circuito de medida ou leitura, um circuito com um modulo conver-
sor analdgico/digital responsavel pelo recebimento do sinal a medir, seja ele
corrente ou tensao, transformando-o em um sinal digital e um mdédulo de
display digital, do qual consta o LCD, ou visor de cristal liquido. Nos ins-
trumentos digitais, a calibracao, tanto do zero como do fundo de escala, é
feita de forma automética, pelo processador do aparelho. A titulo de ilus-
tragdo mostram-se nas Fig. 2, [0 e 211 os esquemas em forma de
diagrama em bloco, de um amperimetro, um voltimetro e um ohmimetro di-
gitais, cujo funcionamento s6 podera melhor entendido, depois de algumas
aulas de eletronica digital.

Terminais
de entrada

Conversor| |Conversor
LCD
AC-DC AD

Figura 12.9: Principio de construgao de um amperimetro digital.

O diagrama de blocos dos trés instrumentos digitais mostra a existéncia
de duas unidades comuns que s@o o conversor analdgico digital (A/D) e o
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display de cristal liquido (LCD). O amperimetro e voltimetro também apre-
sentam um bloco comum que é o conversor AC-DC, possibilitando as medidas
de corrente e tensao alternadas.

Divisor de tenséo

entrada§

Conversor||Conversor| | | cp
¥ AC-DC AD

P

Figura 12.10: Principio de funcionamento de um voltimetro digital.

Q—' _T

Terminais

de Conversor| | | CD
entrada Bl AD

P—F T

Figura 12.11: Principio de funcionamento do ohmimetro digital.
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12.5 Questoes, Exercicios e Problemas

1. O instrumento de medida do nivel de gasolina, no tanque de um veiculo
automotor, pode ser representado simplificadamente, pelo circuito da
Fig. XA, O indicador do painel é um amperimetro que mede a corrente
que circula no circuito, proporcional ao nivel de combustivel, j4 que uma
boia, faz girar uma resisténcia varidvel. Quando o tanque estd cheio, a
resisténcia é minima, por exemplo 102 e quando estd vazio vale 2012.
Supondo que a corrente maxima que pode passar no galvanémetro, é de
10 A, qual deve ser a resisténcia do shunt, considerando que a bateria
do automovel é de 12V.

fp\\ Indicador no painel
T 1 R, variavel
- (sensor no

tanque)

Figura 12.12: Indicador de nivel de combustivel, problema 1.

2. Construa o seu proprio Ohmimetro, como o da Fig. I2ZT3, colocando
uma pilha de 1,5V e uma resisténcia R em série com um amperimetro
cujo alcance é de 0 — 1mA. Calcule o valor da resisténcia, colocando
as pontas em contato, uma com a outra. Faca uma escala para o am-
perimetro, dividindo a escala do amperimetro em divisées proporcionais
a corrente.

n
&

Ponteiras

R
A%

Figura 12.13: Esquema de um Ohmimetro de uma tnica escala, conforme o
problema 2.
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10.

Ao medir a diferenca de potencial, utiliza-se um voltimetro cuja re-
sisténcia interna é da mesma ordem da resisténcia do circuito onde
se coloca o voltimetro. Qual seria a solugao para que resisténcia do
voltimetro nao altere a medida?

Com um voltimetro cuja resisténcia interna é de 10 k€2, mede-se uma
pilha padrao de 1,5V e se obtém um valor de 1,24. Qual é a resisténcia
interna da pilha? Essa pilha ainda pode ser usada como padrao?

Necessita-se medir as quedas de potencial através de resisténcias, uma
de 10 e outra de 100 €2 com precisao de 0,1. Qual deve ser a resisténcia
interna minima do voltimetro para atingir essa precisao?

Um voltimetro com resisténcia interna R, = 10°Q é utilizado para medir
a diferenga de potencial entre dois pontos de um circuito, como na Fig.
[Z3, cuja resisténcia da carga é de 103kQ e a fonte é de 6. Qual a
diferenca de potencial indicado pelo voltimetro e qual o erro introduzido
pela resisténcia do voltimetro?

Utilizando-se de um voltimetro e um amperimetro, cujas resisténcias
internas sao 10002 e 12 respectivamente, de forma usual como esta
mostrado na Fig. I2ZA, com uma fonte de 12V e uma resisténcia R =
10€2. Qual sera a medida indicada pelo voltimetro e amperimetro?

Um dos instrumentos de medida de resisténcia elétrica mais antigo é
a ponte de Wheatstone, sempre utilizado para medidas de resisténcias
muito pequenas e grande precisao. Procure informagoes a respeito desse
método e explique o seu funcionamento.

Explique como se poderd medir a resisténcia elétrica utilizando: a) sé um
amperimetro; b) sé um voltimetro; ¢) um voltimetro e um amperimetro.

Tendo em vista o que foi estudado neste capitulo faca um resumo das
propriedades de um bom voltimetro, um bom amperimetro e um bom
ohmimetro.
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Analise Vetorial

A.1 Vetores

Uma grandeza fisica vetorial A 6 definida por um vetor, cujo médulo

ou norma é A e cuja diregao é definida pelo versor, ou vetor unitério, 4 = %
portanto
A= Aly. (A1)

As operagoes com grandezas vetoriais, como o produto e a soma de vetores,
sao agora demonstradas utilizando dois vetores exemplo, Ae B.

Produto Escalar: é um escalar cujo valor é
A- B = ABcosb, (A.2)
em que 6 é o angulo entre os dois vetores Ae B.

Produto Vetorial: entre dois vetores, é um vetor é, normal ao plano for-
mado pelos dois vetores A eB. O mddulo desse vetor é dado por

IC| = |A x B| = ABsend), (A.3)
cuja direcao é dada pela defini¢do do triedro direto, onde o vetor C ¢é normal

ao plano formado pelos dois vetores Ae E)

295



Apéndice A Eletromagnetismo

Representagao Cartesiana
Os vetores, representados em coordenadas cartesianas, possuem trés
componentes (A, Ay, A.), sobre os trés eixos coordenados, cujos versores sao
(2,7, fc), portanto
A=A+ Ayj+ Ak (A.4)

A soma e os produtos escalar e vetorial entre os dois vetores, por exemplo,
terao a seguinte forma cartesiana;

+B = A,i+Ayj+ Ak + Byi+ B,j+ B.k; (A.5)
A-B = A,B,+A,B,+ A.B.; (A.6)
(A7)
o ik
AxB = | A, A, A.|. (A.8)
B, B, B

x z

Y

O médulo de um vetor pode ser calculado utilizando o produto escalar

A:\/,I-Az\/A§+Ag+A§, (A.9)

enquanto que o angulo # pode ser calculado utilizando a relagao entre o pro-
duto vetorial e escalar: L
|A x B|

arctanf = ————. (A.10)
A- B|

A.2 Operadores Vetoriais

As operacoes vetoriais podem ser feitas sobre campos escalares e veto-
riais. Um campo escalar qualquer é uma fungao f(7) que associa um escalar f
a cada posicao 7. Uma fungao vetorial F (7) associa um vetor F a cada ponto
7 de um campo vetorial. Para realizar essas operacoes vetoriais utiliza-se, o
operador diferencial ﬁ, definido, em coordenadas cartesianas, como

- 0 0 0 -
= —1+—=—7+=—k. A1l
v (%cH— 8y‘7+ 8zk ( )

Gradiente: a derivada direcional de um campo escalar é o produto entre
o gradiente e o versor que define a diregdo. A representagao de um campo
escalar pode, dessa forma, ser representado, de forma equivalente, por um
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campo vetorial que é o gradiente do campo escalar. O vetor gradiente é defi-
nido como:

of . ofy
(ﬁ——7+&;+@r (A.12)

Divergente: de forma semelhante, pode-se calcular o produto escalar entre
o operador V e sua fungao vetorial:

- - OF, O0F, OF
F=r4 =Y z. Al
v Ox Qy 0z (A-13)

Rotacional: o produto vetorial do operador ﬁ, com o campo vetorial F
permite definir o rotacional do campo, portanto

—

VxF= (A.14)

e
Tl
=3l

Laplaciano: o operador laplaciano V2, é obtido a partir do célculo da di-
vergéncia do gradiente de um campo escalar

a2 92 &
20(F) =V - Vf(7) = 97 a7t o7 (A.15)

Teorema da divergéncia: a integral de superficie de uma campo vetorial
pode ser calculada pela integral de volume da divergéncia desse mesmo campo

éﬁ-dﬂ://v/ﬁ-ﬁdv. (A.16)

Teorema de Stokes: a circulagao de um campo vetorial, pode ser calculado
pela integral do rotacional sobre a superficie limitada por essa circulagao

fﬁ dr = //’ : (A.17)
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Andlise de Campos Escalares e Campos Vetoriais

Os campos escalares e vetoriais sao utilizados em varios ramos da Fisica,
incluindo a eletricidade e o magnetismo, desse modo discutiremos as proprie-
dades matematicas dos campos escalares V e vetoriais E lembrando que no
Nnosso caso representam o potencial e o campo elétrico, mas considerando letras
genéricas V e E , podem representar qualquer tipo de campos conservativos.

B.1 Diferenciacao de Campos Escalares e Ve-
toriais

As operagoes de diferenciagao de campos escalares e vetoriais estao
relacionadas com as diferentes operagoes que se podem realizar com o operador
nabla 6, por exemplo em um campo eletrostatico o campo E obedece as leis
de Maxwell e podemos escrever:

rotE =0 (B.1)
divE =L (B.2)
€o

Estas equagoes nos mostram duas operagoes de diferenciacao do vetor
campo elétrico. No caso de campos escalares temos ainda a operacao gradV,
ou gradiente de um campo escalar V' definido em coordenadas cartesianas da
seguinte forma:

~, ov., oV aV »
dV =VV = —i4+ —j+ —k B.3
gra v 8z2+8y‘7+ 0z (B.3)
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em que 1, ] e k s@o os vetores unitarios ao longo dos eixos =, y e z. E
conveniente lembrar que o operador V, ou como foi chamado aqui grad é

definido por:
-~ 0 0 0 -
=—i+ =7+ =—k. B.4
v 6xz+8y‘7+8zk (B.4)

Como o campo elétrico é irrotacional, pode ser representado pelo gradiente
de um campo escalar:

E = —gradv, (B.5)
ov., oV oV .
—i4+ =)+ k. B.6
or dy J 0z (B.6)
Como se pode ver as operagoes de diferenciacao estao ligadas a diferentes
operagoes que se podem realizar com o operador vetorial V.

Outro operador importante na andlise vetorial é o operador laplaciano
V2, obtido no célculo da divergéncia do gradiente da funcio potencial (funcio
escalar). Trata-se do produto escalar entre o operador nabla aplicado ao
gradiente de um campo escalar:

V.VV = V2, (B.7)
portanto, teremos a expressao para o Laplaciano dada por:
0? 02 0?
2
V=(z—=+=—+=—)V B.8
v (6m2+6y2+822) (B.8)

O operador grad = V também pode ser usado para a diferenciacao de campos
vetoriais, obtendo-se dessa maneira a divergéncia (div) e o rotacional (rot) de
um campo vetorial:

. OE, 0E, OE,

divE =V -E = 5 + oy + 5 (B.9)
e
. . . 0B 0B, . 0E, OE. _ 0E, OE,
rotE =V x E = ( o 3 )i+ ( % 5 )7+ ( B By )k. (B.10)

A interpretacdo geométrica da divE é muito simples pois o seu
préprio nome indica a esséncia da operacao fornecendo as fontes ou sumidou-
ros do campo vetorial em cada ponto do espaco. Por exemplo, um campo que
possui divergéncia nula em todos os pontos do espago, deve mostrar um campo
vetorial onde as linhas de campo nao se originam nem terminam em nenhum
lugar desse espaco devendo portanto formar anéis (loops) fechados. Por outro
lado os campos vetoriais como o eletrostatico sao conhecidos como irrotacio-
nais ou seja rotE = 0. Nestas notas escrevemos os operadores unicamente
em coordenadas cartesianas, mas o leitor podera encontrar as respectivas ex-
pressoes para a geometria esférica e cilindrica na literatura.
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B.2 Integracao de Campos Escalares e Veto-
riais

Existem trés diferentes tipos de integragao a integral de linha e

a de superficie, para vetores e a integral de volume para escalares. No nosso

caso, a integral de linha do campo elétrico, representa o trabalho por unidade
de carga e esta relacionada com o conceito de potencial elétrico:

W:/E-Jl:—AV. (B.11)
b

Para as forcas como as elétricas e gravitacionais, as integrais de linha resultam
serem independentes da trajetdria de integracdo, sao ditas por isso forcas
conservativas. A integral de superficie é utilizada na lei de Gauss na sua

forma integral;
S - 1
f E-dA= —/pdv, (B.12)
S €o Ju

As integrais de volume de um campo escalar tem uma importancia muito
grande, pois a sua relagao com a integral de superficie e de linha de campos
vetoriais (teoremas de Stokes, e de Gauss) nos permitem obter interessantes
relagoes na eletricidade.

Pelo Teorema de Stokes, pode-se escrever a seguinte relagao:

%ﬁﬂ:/ﬁx@ﬂ, (B.13)
Pelo teorema de Gauss, pode-se obter a seguinte relagao

E-dA= [ (V-E)dv. (B.14)
g |

A expressao do teorema de Stokes pode ser obtida em termos do gradiente de
V' portanto;

fﬁﬂ:/wxmme/wxﬂmm (B.15)

Como V x VV =0 portanto no campo elétrico rotE = 0. No caso da Lei de
Gauss, pode-se escrever o fluxo elétrico em termos do divergente da seguinte
maneira;

/(6 - E)dv = /(6 -VV)dv. (B.16)

v v
O que resulta na Equacéo de Poisson, escrita em fungao do potencial utilizado
o operador laplaciano:
vy = -2 (B.17)

€o
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apenpice C

Regra de Cramer

Um sistema de trés equacoes lineares cujas incégnitas sao, por exemplo,
as correntes elétricas de um circuito pode ser escrito da seguinte forma:

aiii
a21%1
asi?1

ou na forma de matrizes:

ail a2
a21 A22
as; a2

ayziz = ki
as3iz = ko
asziz = k3

a12i2
ag2io
a1232
a13 i1
a23 12
ass i3

(C.1)

ky

s (C.2)
k3

O valor numérico do determinante dos coeficientes Aa, permite obter cada
um dos elementos do vetor corrente, através das seguintes operacoes, ou regra

de Cramer:

1] =

k1 a2 a3
ky a2 a3
k3 a2 as3
a1l aiz2 a13
a1 a2 Q23
azi1 aiz2 ass
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Portanto,
air ki ais air a2 ki
az1 ko a3 az1 a2z ko
) azr k3 ass ) a3 azy k3
19 = Aa 13 = Aa 5 (04)
© Claudio Graga 304



APENDICE D

Unidades e Constantes

O SI ou Sistema Internacional de unidades, pode ser resumido em trés
tabelas simples,
Unidades Fundamentais ou de base: apresentadas na tabela [, que
por convengao sdo dimensionalmente independentes. As unidades derivadas,
que sao formadas pela combinacao de unidades de base.
Unidades suplementares: sao apenas duas as unidades suplementares: o
radiano, unidade de angulo plano e o esterradiano, unidade de angulo sélido.
Unidades derivadas: sao formadas pela combinagao de unidades de base ou
outras unidades derivadas, de acordo com as relagoes algébricas que relacio-
nam as quantidades correspondentes. Na tabela [0 apresentam-se algumas
dessas unidades.

Tabela D.1: Unidades Fundamentais do SI

Grandeza Unidade Simbolo
Comprimento metro m
Massa quilograma kg
Tempo segundo S
Corrente Elétrica Ampere A
Temperatura kelvin K
Quantidade de Matéria mole mol
Intensidade luminosa candela cd
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Tabela D.2: Unidades SI derivadas

Grandeza Unidade Simbolo Equivaléncia
Frequéncia hertz Hz 57T
Forca newton N kg.ms—2
Pressao pascal Pa kg.m~ts™2
Energia, trabalho e calor joule J kg.m?s=?2
Poténcia watt w kg.m?.s73
Carga Elétrica coulomb C As
Potencial elétrico, fem volt A% kg.m? A~1.s73
Resisténcia Elétrica ohm Q kg.m?. A 2573
Condutancia Elétrica siemens S A2 stkg™1.m™2
Capacitancia farad F A2 st kg=tm™2
Fluxo Magnético weber Wb kg.m? A~ s72
Campo Magnético tesla T kg A=1.s72
Indutancia henry H kg.m2.A"2.572

Tabela D.3: Prefixos dos multiplos e submiiltiplos no SI

Fator Prefixo Simbolo | Fator Prefixo Simbolo
108 exa E 10T deci d
1015 peta P 1072 centi c
1012 tera T 103 mili m
10° giga G 1076 micro I
108 mega M 107  nano n
103 quilo k 10712 pico p
102 hecto h 10715 femto f
10! deca da 1078 ato a

Tabela D.4: Valores de constantes fundamentais

Constante Simbolo Valor Unidades
Permissividade do vacuo €o 8,854188 x 10~ 12 Fom™!
Permeabilidade do véacuo Lo 47 x 1077 N.A72
Carga elementar e 1,602177 x 10719 C
Massa do elétron Me 9,109390 x 103! kg
Massa do préton my 1,672623 x 1027 kg
Massa do neutron M, 1,674929 x 10~%7 kg
Constante de Avogadro Ny 6,022137x23 mol ™!
Velocidade da Luz no vacuo c 2,997925 x 108 m.s~!
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Tabela E.1: Fontes e Consumo de Energia elétrica

Fonte

Poténcia

Termoelétrica Média
Termoelétrica de grande Porte
Usina Nuclear

Itaipu

Bateria de Automodvel
Pequeno Gerador Elétrico
Pilha Elétrica

250 MW
1 GW
1 GW
12GW
1kW
1-5 kW

1 a 100W

Tabela E.2: Poténcia de eletrodomésticos, (valores de referéncia)

Aparelho Poténcia [W]
Relégio 2
Rédio 10-50
Computador, Televisao, Ventilador 200
Secador de Cabelo 300
Méquina de Lavar 500
Aspirador de p6 600
Boiler 500-700
Refrigerador 600
Ferro Elétrico 500-1000
Forno de Microondas 1000-1500
Ar condicionado 1500
Chuveiro Elétrico 3500-7000
Fogao Elétrico 10000
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